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1 Johdanto

Verkkoteoria sai alkunsa, kun sveitsiliinen matemaatikko Leonhard Euler
vuonna 1736 julkaisi artikkelin, joka sisdlsi ratkaisun kuuluisaan Konigs-
bergin siltaongelmaan. Konigsbergin (nykyisen Kaliningradin) kaupungissa
Pregel-joen ylitse kulki seitsemén siltaa. Ongelmana oli 16ytdd kaupungin
ympéri kulkeva kivelyreitti, jossa jokainen silta ylitettaisiin tdsmaélleen ker-
ran. Euler havainnollisti ja yksinkertaisti ongelman tilannetta korvaamalla
maa-alueet A, B, C' ja D pisteilld ja maa-alueita yhdistéivat sillat pisteitd
yhdistévilla viivoilla (Kuva 1). Siten muodostui verkko, jonka pisteita verk-
koteorian kielelld kutsutaan nykyédin solmuiksi ja viivoja kaariksi. Siltaon-
gelmaa kuvaavan verkon avulla Euler osoitti, ettei ongelmassa etsittya reit-
tid ole olemassa. Eulerin kiyttdma siltaongelman ratkaisu oli kuitenkin alku
verkkoteorian kehittymiselle. |3, ss. 71-72]

Kuva 1: Kénigsbergin siltaongelma.

Verkkoteorian osa-alueista verkkojen vérittdmistd pidetddn yhtend par-
haiten tunnettuna ja eniten opiskeltuna osana. Aivan kuten verkkoteoria it-
sessddn myos verkkojen vérittdminen on saanut alkunsa yrityksistd ratkais-
ta kdytannonldheistd, karttojen varitykseen liittyvad, ongelmaa. Vuonna 1852
englantilainen Francis Guthrie havaitsi, ettd Englannin kreivikunnat voidaan
varittad kdyttamalla neljad virid siten, ettd samaa rajaviivaa omaavat naa-
purikreivikunnat ovat erivérisid. Tamaé sai hinet esittdmaén kysymyksen, jo-
ka nykydén tunnetaan Neliviariongelmana: Voidaanko jokaisen (todellisen tai
kuvitellun) kartan maat vdrittia kdyttdmdalld neljid vdrid siten, ettd naapu-
rimaat vdritetidn eri vdireilld? |3, s. 205]

Useiden eri matemaatikkojen yritykset ratkaista Neliviriongelmaa johti-
vat vuosien kuluessa verkkojen virittamisen méaritelmien ja lauseiden kehit-
tdmiseen. Samalla Neliviriongelman ratkaisuyrityksilld oli suuri merkitys ko-
ko verkkoteorian kehitykselle. Kartan varittdmisongelmasta saadaan verkon



solmujen virittdmisongelma, kun kartta muutetaan ensin tasoverkoksi. Kar-
tan maa-alueita havainnollistetaan solmuilla ja yhteistd rajaviivaa omaavia
alueita havainnollistetaan solmuja yhdistavilla kaarilla (Kuva 2). Solmuvéri-
tyksessé jokaiselle verkon solmulle méairdtadn vari siten, ettd vierekkiisten
solmujen tulee olla erivariset. Ndin ollen verkon solmuvérityksessa vierekkais-
ten solmujen saadessa eri virit myoOs alkuperdisessd kartassa naapurimaat
saavat eri varit.

Kuva 2: Kartan muuttaminen verkoksi.

Verkon solmujen virittdminen onkin yleisin tapa varittdd verkkoja. Eréds
toinen tapa virittdd verkkoja on mairata virit verkon kaarille, jolloin kus-
takin solmusta ldhtevien kaarien tulee olla eriviriset. Sekd solmu- ettd kaa-
rivirityksessa ollaan usein kiinnostuneita kiyttdméaan mahdollisimman pien-
t4 madrad vireja verkon varittdmiseen. Pienten ja yksinkertaisten verkkojen
tapauksessa tarvittavien virien méard voidaan helposti paitelld; verkkojen
koon kasvaessa verkkojen varittdmisestd tulee kuitenkin vaikeaa. Verkkojen
varittdmiseen tarvittavien viarien midrda voidaankin arvioida erilaisten ala-
ja ylarajojen avulla. Verkkojen virittamistd voidaan soveltaa useisiin kiytan-
nonongelmiin. Erityisesti erilaiset aikataulutusongelmat ovat ratkaistavissa
joko solmu- tai kaarivarityksen avulla.

Neliviariongelman ratkaisuyritykset johtivat siis verkkojen virittdmisen
teorian ja sovellusmahdollisuuksien kehittymiseen. Itse ratkaisun Nelivirion-
gelmaan uskottiin 16ytyneen vuonna 1879, kun Alfred Kempe esitti artikke-
lissaan oman todistuksensa. Kuitenkin vuonna 1890 Percy Heawood osoitti
Kempen olleen vairassia. Kempen todistustekniikkaa kayttden Heawood kui-
tenkin todisti astetta heikomman Viisivirilauseen, jonka mukaan jokainen
kartta voidaan varittda viitta varia kdyttamailld. Heawoodin todistuksen jil-
keen palattiin tilanteeseen, jossa Neliviriongelma oli edelleen ratkaisematta.
Kiinnostus Neliviriongelmaa kohtaan ei ratkaisuyritysten tuloksettomuudes-
ta huolimatta lakannut. |3, ss. 205-206]



Huhtikuun ensimméisend paivind vuonna 1975 aikakauslehdessd Scienti-
fic American julkaistiin suositun matematiikan kirjoittajan Martin Gardne-
rin (s. 1914) artikkeli Siz sensational discoveries that somehow have escaped
public attention. Artikkeli dllistytti ainakin hetkellisesti matemaattista yh-
teisod. Artikkeli nimittéin sisélsi kartan (Kuva 3), josta Gardner ilmoitti,
ettd se er ole varitettavissa neljalla varilla. Kuitenkin useat ihmiset pystyivét
varittdmaan kartan kayttdmalld vain neljdd virid ja Gardnerin artikkeli pal-
jastui pelkdksi aprillipilaksi. Kuvassa 3 on esitetty virittdméaton ja neljalla
varilla véritetty versio Gardnerin kartasta. [3, s. 23]

Kuva 3: Martin Gardnerin aprillipila kartta. [15]

Vuotta myohemmin kesikuussa 1976 Kenneth Appel ja Wolfgang Haken
esittivit tietokoneavusteisen todistuksen Neliviriongelmaan. Todistus perus-
tui 1936 verkon pelkistettyyn yksittdistapaukseen. Appelin ja Hakenin todis-
tus herétti kuitenkin paljon keskustelua, silld todistuksen tietokoneavusteista
osaa ei voitu todentaa késin ja todistuksen késin tarkistettavaksi tarkoitettu
osa oli lilan pitkd ja monimutkainen. Vuonna 1996 Neil Robertson, Daniel
Sanders, Paul Seymour ja Robin Thomas esittivit oman tietokoneavustei-
sen todistuksen, joka oli idealtaan vastaava Appelin ja Hakenin todistuksen
kanssa, mutta perustui ainoastaan 633 vilttidméattomain verkkoon. Puhdas-
ta matemaattista todistusta Neliviriongelmaan ei ole edelleenkéin 16ydetty.
|3, ss. 24-26|



2 Verkkojen peruskasitteita

Verkot ovat erittdin monikiyttoisid malleja laajan alueen kiytédnnéllisten on-
gelmien tarkasteluun. Ongelmia kuvataan verkoilla, joissa on pisteitd ja pis-
teiden vilisid yhteyksid kuvaavia janoja. Téssa luvussa kdydaan lapi verkko-
jen perusmadritelmié ja tutustutaan yleisesti tunnettuihin verkkoihin.

2.1 Solmu, kaari ja verkko

Verkko muodostuu kahdesta dérellisestd joukosta.

Miaritelma 2.1.1. Verkko G = (V, E) on matemaattinen rakenne, joka
koostuu kahdesta adarellisestd joukosta V' ja E. Joukon V alkioita kutsutaan
solmuiksi ja joukon E alkioita kaariksi. Jokainen kaari liittyy yhteen tai
kahteen solmuun, joita kutsutaan kaaren padatesolmuiksi. [5, s. 2]

Maaritelma 2.1.2. Joukon S mahtavuutta eli joukon alkioiden lukumé&aria
merkitdédn |S|. Merkintd |V (G)| tarkoittaa verkon G solmujen lukumiéria ja
vastaavasti merkintd |E(G)| kaarien lukuméérad. 1, s. 3]

Verkko esitetdan tyypillisesti kaaviokuvana, jossa jokaista solmua edustaa
piste tai pieni ympyré ja jokaista kaarta edustaa jana tai kaariviiva liittyen
pisteisiin. Verkko voidaan esittdd myos luettelona sisdltden solmujen ja kaa-
rien joukot seké niiden véilisen yhteyden.

Kuva 4: Verkkojen F ja G kaaviokuvat.

Esimerkki 2.1.3. Kuvassa 4 on verkkojen F' ja G kaaviokuvat. Verkon
F solmujen joukko on V(F') = {vy,vq,v3,v4} ja kaarien joukko vastaavas-
ti E(F) = {e1,eq,e3,6e4,e5}. Verkossa F kutakin kaarta voidaan merkita
my6s asettamalla kaaren paédtesolmut perdkkdin, silld kaikilla kaarilla on
eri padtesolmut. Télloin E(F) = {vjvg, v103, V203, Va4, 304 }. Verkon G sol-
mujen joukko on puolestaan V(G) = {vy,v9,v3,v4, 05} ja kaarien joukko



E(G) = {e1, ez, €3, e4, €5, €6, €7, €5 }. Verkossa G on kaksi kaarta, joilla on sa-
mat paatesolmut, joten tilloin kiytetddn yksikisitteisid nimiad kaarien mer-
kitsemiseen.

Tarkastellaan seuraavaksi verkon kahden solmun seké kahden kaaren kes-
kindisid yhteyksia. Lisdksi méaritelldin silmukan, solmun asteluvun ja ver-
kon suurimman asteen késitteet. Havainnollistetaan seuraavaksi esitettavié
maaritelmia Esimerkissa 2.1.9.

Maaritelma 2.1.4. Kaksi solmua ovat vierekkdisid, jos ne ovat saman kaaren
padtesolmuja. Kaksi vierekkiisti solmua ovat toistensa naapureita. [5, s. 7|

Maaritelma 2.1.5. Kaksi kaarta ovat vierekkdisid, jos niilld on yksi yhteinen
padtesolmu. |5, s. 7]

Maaritelma 2.1.6. Kaksi kaarta ovat rinnaekkaisia, jos niilld on yhteiset
padtesolmut. [3, s. 45]

Maiaritelma 2.1.7. Kaari, joka alkaa samasta solmusta ja pdattyy samaan
solmuun, on silmukka. |3, s. 45]

Mairitelma 2.1.8. Solmun v asteluku deg(v) verkossa G on niiden kaarien
lukumaééra, joilla on péatesolmuna v, kun silmukat lasketaan kahdesti. Verkon
G solmujen suurinta astetta merkitiin A(G). [5, s. 7]

Esimerkki 2.1.9. Tarkastellaan Kuvan 4 verkkoa G. Verkon solmut vs ja
vs ovat vierekkiisid eli naapurisolmuja. Kaaret e; ja e; ovat vierekkiisiad ja
kaaret es ja ez rinnakkaisia. Kaari eg on silmukka, silld se alkaa solmusta vy
ja paattyy solmuun vy. Solmun vy asteluku deg(v;) = 3 ja solmun v, asteluku
deg(vy) = 4, joka on samalla verkon suurin aste, eli A(G) = 4.

Verkkoja voidaan luokitella sen mukaan, onko niissad rinnakkaisia kaaria
tai silmukoita.

Maaritelma 2.1.10. Verkko on yksinkertainen, jos siind ei ole rinnakkaisia
kaaria eikd silmukoita. [5, s. 3]

Maaritelma 2.1.11. Multiverkossa saa olla rinnakkaisia kaaria, mutta ei
silmukoita. [5, s. 3|

Maaritelma 2.1.12. Pseudoverkossa saa olla rinnakkaisia kaaria ja silmu-
koita. [3, s. 45|



Kuva 5: Yksinkertainen, multi- ja pseudoverkko.

Jatkossa kiytettaessd termid verkko tarkoitetaan aina yksinkertaista verk-
koa. Maédritelmien mukaan jokainen multiverkko on pseudoverkko ja jokai-
nen (yksinkertainen) verkko on sekd multiverkko ettd pseudoverkko. Kuvan
5 verkko F' on yksinkertainen verkko, verkko G multiverkko ja verkko H
pseudoverkko.

Tutkittavan verkon ominaisuudet méaraytyvit usein sen sisilld olevien
tietyntyyppisten pienempien verkkojen olemassaolosta. Joskus onkin tarpeel-
lista tarkastella vain tiettyd verkon osaa. Talloin tarvitaan aliverkon kisitet-
ta.

Méiritelma 2.1.13. Verkko H on verkon G aliverkko, jos V(H) C V(G) ja
E(H) C E(G). [3, s. 29]

2.2  Yhtenaisista verkoista

Verkoissa on olemassa eri tyyppisid solmujen ja kaarien jonoja, joita kiyte-
taan kuvaamaan tieté, jonka avulla voidaan liikkua verkossa solmusta toiseen
solmuun. Téllaisia jonoja ovat kulku, reitti, polku ja sykli. Yhtenéinen verkko
voidaan médritelld polun (tai vaihtoehtoisesti kulun) avulla.

Maaritelma 2.2.1. Verkon G kulku W solmusta vy solmuun v,, on jono
W = (vg, €1,v1, €2, ..., Vp_1, €n,Uy),

jossa verkon solmut ja kaaret vuorottelevat siten, ettd kaaren e; pditepisteet
ovat v;_1 ja v; kaikilla i = 1,... n. [5, s. 29|

Yksinkertaisessa verkossa on vain yksi kaari kahden perédkkiisen solmun vi-
lill4, joten kulun esitystd voidaan lyhentda pelkéksi solmuista muodostuvaksi
jonoksi W' = (vg,vy,...,v,). Kulku W voidaan esittdd myds aloitus- ja lo-
petussolmujen seki kiytettévien kaarien avulla W = (uvg, e, eq,. .., €,,0,).
Yleisesti kulkua W solmusta vg solmuun v,, merkitadn kulkuna vg — v,,.

Maaritelma 2.2.2. Kulun W pituus on kaarien lukumaira kulun solmujen
ja kaarien vuorottelevassa jonossa. [5, s. 29|



Maaritelma 2.2.3. Suljettu kulku on kulku, jolla on sama aloitus- ja lope-

tussolmu. Awoin kulku on siten kulku, jolla on eri aloitus- ja lopetussolmut.
[5, s. 29]

Madaritelma 2.2.1 ei sulje pois sitd, ettd kulussa solmut ja kaaret voivat
esiintya useita kertoja. Kieltdmailld kaarien ja solmujen toistamisen kulku
voidaan sieventdd ensin reitiksi ja edelleen poluksi.

Maaritelma 2.2.4. Reitti T on kulku, jossa mikdin kaari ei esiinny useita
kertoja. |5, s. 39|

Maaritelma 2.2.5. Polku P on reitti, jossa mikdidn solmu ei esiinny useita
kertoja (mahdollista aloitus- ja lopetussolmua lukuunottamatta). [5, s. 39

Reiteille ja poluille pitevit samat merkintdtavat kuin kuluille. Lisdksi Maé-
ritelmét 2.2.2 ja 2.2.3 ovat vastaavat reiteille ja poluille.

Miaritelmé 2.2.6. Sykli C on suljettu polku. [5, s. 40]

Sykli, jonka pituus k > 3, on k-sykli. Kaikkein lyhintd syklid, 3-syklid, kut-
sutaan myos kolmioksi. Sykli, jonka pituus on parillinen, on parillinen sykli.
Vastaavasti sykli, jonka pituus on pariton, on pariton sykli. [3, s. 32]

Esimerkki 2.2.7. Kuvan 6 verkossa on kulku W = (vq,d,b,a,d, e, g, vs).
Kulku W ei kuitenkaan ole reitti, silld kaari d toistuu siind kaksi kertaa.
T = (vq,d, e, g, f,b,v1) on reitti, mutta se ei ole polku, silld solmu vs toistuu
reitissi kahdesti. Polku P = (vq,¢, g, f,d,a,v1) on suljettu polku eli sykli.

Kuva 6: Esimerkin 2.2.7 verkko.

Polun kasitteen avulla voidaan maaritelld yhtendinen verkko. Maéritel-
méssd polun u — v sijaan voitaisiin yhta hyvin kiyttaa kulkua u — v.

Maaritelm4 2.2.8. Verkko G on yhtendinen, jos sen minki tahansa kahden
solmun u ja v vililld on polku w — v. Muutoin verkko G on epdyhtendinen.
Epéyhteniisen verkon yhtenéisia osia kutsutaan komponenteiksi. |3, ss. 32-33|
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Jos siis u ja v ovat yhtendisen verkon G eri solmut, niin verkossa GG on ole-
massa polku u — v. Itse asiassa verkossa voi olla useampia mahdollisesti eri-
pituisia polkuja v —v. Méaéritelldédn yhtenéisen verkon kahden solmun vilisen
etdisyyden késite.

Maaritelm4 2.2.9. Yhtendisessé verkossa G solmujen u ja v véilinen etaisyys
d(u,v) on verkon G lyhyimmén polun u — v pituus. |3, s. 34]

Miaritelma 2.2.10. Polkua u — v, jonka pituus on d(u,v), kutsutaan u — v
geodeettiseksi. |3, s. 34|

Seuraavaksi madriteltdvi puu on esimerkki yhtendisesta verkosta.
Miéritelma 2.2.11. Yhtendinen sykliton verkko on puu. [3, s. 56]

Kuvassa 7 on puu ja kaksi verkkoa, jotka eivit ole puita. Keskimmaéinen
verkko ei ole puu, koska siind on sykli. Oikeanpuoleinen verkko ei puolestaan
ole puu, koska siind on 2 komponenttia ja on siten epdyhtenéinen.

T

ei puu ei puu

Kuva 7: Puu ja kaksi ei puuta.

2.3 Yleisesti tunnettuja verkkoja

On olemassa tietynlaisia verkkoja, joita kiytetddn niin toistuvasti, ettd niil-
le on kiytossd omat merkintdtapansa. Maaritellidn nyt yleisesti tunnettuja
verkkoja, joita tullaan tarvitsemaan jatkossa.

Miairitelma 2.3.1. Verkkoa, joka on itsessdén sykli ja jossa on n (> 3)
solmua, merkitidén C,. |3, s. 39|

Maaritelma 2.3.2. Verkkoa, joka on itsessdian polku ja jossa on n solmua,
merkitdan P,. [3, s. 39]

Syklissa C',, on siis n solmua ja n kaarta, kun taas polussa P, on n solmua ja
n — 1 kaarta. Kuvassa 8 on nelja lyhintd syklid ja polkua.



P,:® P2:o—o P3:o—o—o P4:c ® ® ®

Kuva 8: Sykleja ja polkuja.

Maiaritelma 2.3.3. Verkko on tdydellinen, jos sen jokaisesta solmusta on
kaari kaikkiin muihin verkon solmuihin. Téydellistd verkkoa, jossa on n sol-
mua, merkitadn K. [3, s. 39]

g) = n(nzil)

Téydellinen verkko K, on siis verkko, jossa on n solmua ja (
kaarta. Téydelliset verkot K7 — K5 on esitetty Kuvassa 9.

Kuva 9: Téydellisid verkkoja.

Maaritelma 2.3.4. Verkko G on sddnndllinen, jos verkon jokaisen solmun
aste on sama. Jos kaikkien solmujen aste on r, verkko G on r-sddnndéllinen.
13, s. 39]

Edella méaaritellyt syklit ja tdydelliset verkot ovat sddnndllisid. Sykli C, on
2-saannollinen, silld jokaisesta solmusta ldhtee 2 kaarta. Vastaavasti taydelli-
nen verkko K, on (n — 1)-sddnnollinen, silld jokaisesta solmusta ldhtee kaari
kaikkiin muihin verkon solmuihin eli (n — 1) kaarta.

Verkoille, jotka ovat 3-sdannollisid, on olemassa oma nimitys.

Maaritelma 2.3.5. Verkkoa, joka on 3-sddnnollinen, kutsutaan kuutiomai-
seksi verkoksi. 3, s. 40]

Esimerkiksi tdydellinen verkko K4 on kuutiomainen verkko. Parhaiten tun-
nettu kuutiomainen verkko on Petersenin verkko, joka on ylipadtdan yksi
parhaiten tunnetuista verkoista. Siind on 10 solmua ja 15 kaarta. Petersenin
verkko on piirretty kolmella eri tavalla Kuvassa 10. Verkossa ei ole kolmioita
eikd 4-sykleja, mutta siind on 5-sykleja.



Kuva 10: Petersenin verkon kolme esitysmuotoa. [3, s. 40]

Maaritelma 2.3.6. Verkko G on kaksijakoinen, jos verkon solmut voidaan
jakaa kahteen osajoukkoon U ja W siten, ettd jokaisen kaaren toinen paite-
solmu kuuluu joukkoon U ja toinen paitesolmu joukkoon W. Osajoukkoja
U ja W sanotaan jakojoukoiksi. |3, s. 40]

Seuraava lause on tirked tutkittaessa tarkasteltavan verkon kaksijakoisuutta.

Lause 2.3.7. Verkko G on kaksijakoinen jos ja vain jos se ei sisdlld paritonta
syklid.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd verkko G on kaksijakoinen. Silloin V (G) voi-
daan jakaa jakojoukkoihin U ja W, jolloin jokainen verkon G kaari yhdistad
joukon U solmun joukon W solmuun. Olkoon C' = (vy, vy, ..., g, v1) verkon
G k-sykli. Voidaan olettaa, ettd vy € U. Taten vy € W, v3 € U ja niin edel-
leen. Eritoten v; € U jokaisella parittomalla kokonaisluvulla ¢ (1 <i < k) ja
v; € W jokaisella parillisella kokonaisluvulla j (2 < j < k). Koska v, € U,
siitd seuraa, ettd vy € W. Néin ollen k£ on parillinen ja siten kaksijakoinen
verkko ei sisdlld paritonta syklia.

Oletetaan seuraavaksi, ettd verkko G ei sisilld paritonta syklid. Riittaa
osoittaa, ettd jokainen verkon GG komponentti on kaksijakoinen ja siten voi-
daan olettaa, ettd verkko G itsessdan on yhtendinen. Olkoon u verkon G
solmu ja olkoon

U= {x € V(G):d(u,z) on parillinen}
W ={z € V(G) : d(u,x) on pariton},

jossa u € U. Osoitetaan, ettd verkko G' on kaksijakoinen verkko, jonka jako-
joukot ovat U ja W. Riittda osoittaa, ettd kaksi joukon U solmua eivit ole
vierekkéisid ja ettd kaksi joukon W solmua eivit ole vierekkiisid. Oletetaan,
ettd W sisaltad kaksi vierekkéistd solmua w; ja wsy. Olkoon polku P u — wy
geodeettinen ja P, u — wy geodeettinen. Olkoon z viimeinen solmu, joka on
yhteinen poluille P, ja P, (mahdollisesti z = u). Silloin polun P; alipolun P]

10



z —wy pituus ja polun P, alipolun P z — w, pituus ovat samaa pariteettia.
Siten polut P| ja P, yhdessd kaaren wjw, kanssa muodostavat parittoman
syklin, mika on ristiriita. Vastaavasti voitaisiin todistaa, ettd joukossa U ei
ole kahta vierekkéistd solmua. [3, ss. 40-41]. O

Maiaritelmai 2.3.8. Kaksijakoinen verkko, jonka jakojoukot ovat U ja W, on
taydellinen kaksijakoinen verkko, jos jokainen joukon U solmu on viereinen
jokaiselle joukon W solmulle. Jos jakojoukoissa U ja W on s ja t solmua,
verkkoa merkitddn K, tai K. [3, s. 41]

Kuvan 11 verkko F' on kaksijakoinen. Kolme ylintd valkoista solmua ja
nelja alinta mustaa solmua muodostavat verkon F' jakojoukot. Verkko G ei
ole kaksijakoinen, silld se sisaltdd parittomat syklit C5 ja Cs. Verkko H puo-
lestaan on taydellinen kaksijakoinen verkko K 3.

Kuva 11: Kaksijakoiset verkot F' ja H ja verkko G, joka ei ole kaksijakoinen.

Maaritelmi 2.3.9. Verkko on tasoverkko, jos se voidaan esittdd tasossa si-
ten, ettd verkon kaaret eivit leikkaa toisiaan. Muutoin verkko on avaruus-
verkko. |3, s. 111]

Esimerkki 2.3.10. Téydellinen verkko K, voidaan Kuvan 12 mukaisesti ta-
vallisesta esitysmuodosta poiketen piirtdd tasoon siten, etteivit sen kaaret
leikkaa toisiaan. Taydellinen verkko K, on siis tasoverkko. Téaydellista verk-
koa K ei voi esittdd tasossa vastaavalla tavalla, joten se on avaruusverkko.

Kuva 12: Tasoverkko K, ja avaruusverkko K.
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3 Solmujen varittaminen

Yleisin tapa vérittdd verkkoja on médrita virit verkon solmuille. Useimmi-
ten tarkoituksena on varittdd verkon solmut siten, ettd kahdella vierekkéi-
sella solmulla ei ole samaa virid. Téassd luvussa tarkastellaan verkon varit-
tdmiseen tarvittavaa pienintd virien madrda. Lisdksi tutustutaan solmujen
listaviritykseen seké tarkastellaan solmuvéritysten sovellusmahdollisuuksia.

3.1 Maaritelmia

Maaritellddn aluksi solmujen vérittdmisen peruskisitteitd. Varityksissa to-
dellisia véreja (kuten sininen, punainen, vihred ja keltainen) kdytetdén vain,
kun kiytetdan pientd madrdd vireji. Yleensd vireji merkitddn positiivisil-
la kokonaisluvuilla 1,2,..., k&, silld usein ollaan kiinnostuneita kiytettyjen
virien médrasta. [3, ss. 147-148§]

Maaritelma 3.1.1. Verkon G solmuvdrityksessd verkon solmuille maaré-
taan varit, yksi vari kullekin solmulle. Verkon G k-solmuvdritystd voidaan
kuvata funktiolla ¢ : V(G) — {1,...,k} solmujen joukosta kiytettivien vé-
rien joukkoon. [5, s. 372]

Maaritelma 3.1.2. Verkko on aidosti solmuvdritetty, jos verkon vierekkiiset
solmut on véritetty eri véreilld. [5, s. 372]

Maaritelm4 3.1.3. Verkon sanotaan olevan k-solmuvdritettivd, jos silla on
aito k-solmuviritys. [5, s. 372]

Kun verkon aitoa véritystd ajatellaan funktiona, niin ¢(u) # ¢(v), jos solmut
u ja v ovat vierekkdiset. Aito solmuviritys on yleisin tapa virittda solmu-
ja. Joten kun jatkossa kdytetddn nimitystd solmuvéritys, tarkoitetaan aitoa
solmuvéritysté, jollei toisin mainita.

Esimerkki 3.1.4. Kuvassa 13 on verkko G ja sen 5-solmuvéritys. Jokai-
selle solmulle on asetettu véri, eikd milladn kahdella vierekkiiselld solmulla
ole samaa varid. Verkko GG on siis b-solmuvéritettivi, koska silld on aito 5-
solmuvéritys.

Useimmissa sovelluksissa, joissa kiytetddn solmuvaritysté, ollaan kiinnos-
tuneita kiyttamaan vihimmaismadrad vireja verkon varittdmiseen. Madritel-
ld4n kromaattisen luvun kisite.

Miaaritelmé 3.1.5. Verkon G kromaattinen luku x(G) on pienin positii-
vinen kokonaisluku k, jolla verkko G on k-solmuviritettiva. Verkko G on
k-kromaattinen, jos x(G) = k. [3, s. 148]
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Kuva 13: Aidosti 5-solmuvéritetty verkko G.

Néin ollen x(G) = k, jos verkko G on k-véritettdvd, mutta ei (b — 1)-
varitettdva. Jos on annettu k-kromaattisen verkon k-solmuviritys, niin kaik-
ki k varia tarvitaan verkon aitoon viritykseen. Yleensd voidaan osoittaa ver-
kon kromaattisen luvun olevan k niyttamalld, ettd on olemassa verkon G
k-solmuvéritys (ja siten x(G) < k) ja etti jokainen verkon G solmuviritys
vaatii vahintddn k vérid (ja siten x(G) > k). [3, ss. 148-149]

Esimerkki 3.1.6. Jatketaan Esimerkin 3.1.4 verkon G tarkastelua. Kuvassa
14 on esitetty verkon 4-solmuviritys, joten x(G) < 4. Verkko G siséltad
kaksi téydellistd verkkoa Ky, joissa on neljd keskenéddn vierekkiistd solmua.
Esimerkiksi lihavoitu aliverkko Ky osoittaa, ettd x(G) > 4. Siten verkon
kromaattinen luku x(G) = 4. |5, s. 383, tehtivi 9.1.7]

) ‘

G 2

3

Kuva 14: Esimerkin 3.1.6 verkko GG on 4-kromaattinen.

Verkon solmuviritys jakaa verkon solmut viriluokkiin. Kukin vériluokka
muodostuu verkon kaikista tietynvérisistd solmuista.
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Mairitelma 3.1.7. Solmujen joukon V(G) epétyhjat joukot Vi, Vs, ... Vj
ovat verkolle G annetun k-solmuvirityksen vdriluokat. Verkon k-solmuvéritys
on tehty kiyttamalld vireja 1,2,...,k ja joukko V; (1 <14 < k) muodostuu
niistd verkon solmuista, jotka on véritetty vérilld 4. [3, s. 148]

Maaritelm4 3.1.8. Verkon G solmujen joukko U on rigppumaton, jos mitka
tahansa kaksi joukon U solmua eivét ole vierekkiiset. [3, s. 98|

Koska verkon kahdella vierekkéiselld solmulla ei saa olla samaa vérié, jokai-
nen epatyhja viriluokka V; muodostuu riippumatomien solmujen joukosta.
Itse asiassa verkon G kromaattinen luku on pienin méira riippumattomien
solmujen joukkoja, johon V(G) voidaan jakaa. |3, s. 148|

Verkkojen solmuvéritysten tutkiminen rajataan tavanomaisesti yksinker-
taisiin verkkoihin. Verkkoa, jossa on silmukka, ei voida vérittaé, silla silmukan
padtesolmu on vierekkéinen itselleen. Lisédksi verkon rinnakkaisilla kaarilla ei
ole suurempaa vaikutusta péadtesolmujen vireihin kuin yhdelld yksittéiselld
kaarella. |5, s. 373]

3.2 Kromaattisen luvun rajoista

Yleensa verkon kromaattisen luvun ratkaiseminen on vaikeaa. Pienten ja tun-
nettujen verkkojen kromaattisen luvun paitteleminen voi olla melko helppoa,
mutta isompien verkkojen tapauksessa mahdollisuuksien suuri méira tekee
kromaattisen luvun ratkaisemisesta vaikeaa. Verkon kromaattiselle luvulle ei
siis ole olemassa yleistd kaavaa. Nain ollen taytyy tyytya joko paitteleméin
tietyn verkon kromaattinen luku tai padédtteleméin verkon kromaattisen lu-
vun ylid- ja/tai alaraja. Seuraavaksi tarkastellaan erditd kromaattisen luvun
rajoja. [7, s. 47|

Melko ilmeinen, mutta usein kdyttokelpoinen, verkon kromaattisen luvun
alaraja saadaan hyddyntamaélla verkon aliverkon kromaattista lukua.

Lause 3.2.1. Jos H on verkon G aliverkko, niin x(H) < x(G).

Todistus. Oletetaan, ettd verkon G kromaattinen luku x(G) = k. Verkolla G
on silloin olemassa k-solmuviritys c. Koska véritys ¢ maaraa eri varit verkon
G vierekkiisille solmuille, maaraéd se eri virit myos verkon H vierekkiisille
solmuille. Néin ollen verkko H on k-véritettavd ja siten x(H) < k = x(G).
3, s. 149] OJ

Maaritelma 3.2.2. Verkon G taydellinen aliverkko on klikki. Verkon G suu-
rimman klikin solmujen lukumaaraa kutsutaan klikkiluvukst ja sitd merkitain
w(G). [3, ss. 98-99]
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Verkon tédydellisen aliverkon eli klikin avulla saadaan arvioitua kromaattisen
luvun alarajaa. Seuraava tulos on suora seuraus Lauseesta 3.2.1.

Seuraus 3.2.3. Jokaiselle verkolle G pitee x(G) > w(G). |3, s. 149]

Maéritelladn seuraavaksi verkon riippumaton solmuluku, jonka avulla saa-
daan kaksi olennaista rajaa kromaattiselle luvulle. Erityisesti riippumatto-
man solmuluvun avulla saatava alaraja on kayttokelpoinen.

Maaritelmi 3.2.4. Suurinta solmujen madrdd verkon G solmujen riippu-
mattomassa joukossa kutsutaan rizppumattomaksi solmuluvukst ja sitd mer-

kitadn a(G). [3, s. 98]

Lause 3.2.5. Jos verkossa G on n solmua, niin

ﬁgx(G)Sn—a(G)—l—l.

Todistus. Oletetaan, ettd verkon G kromaattinen luku x(G) = k. Olkoon
annettu verkon k-solmuvéritys, joka sisaltaéd variluokat Vi, V5, ..., Vi. Niin
ollen |V;| < o(G) kaikilla i (1 <i < k). Koska

n=[V(G)| =) _|Vil < ka(G),

i=1
oletuksesta ja jakamalla termilld o(G) saadaan alaraja

m < X(G)-

Seuraavaksi olkoon U verkon GG suurin solmujen riippumaton joukko ja asete-
taan véri 1 jokaiseen joukon U solmuun. Asetetaan véiristd 1 poikkeavat (eri)
varit kaikille solmuille V(G) — U, jolloin muodostuu verkon G aito véritys.
Siten saadaan

@) < V(G —Ul+1=n—a(G)+ 1. [3, 5. 152]

OJ

Esimerkki 3.2.6. Kuvan 15 a) verkossa G on 7 solmua. Verkon klikkiluku
w(G) = 3 ja riippumaton solmuluku a(G) = 2. Seurauksen 3.2.3 mukaan
x(G) > 3, kun taas Lauseen 3.2.5 mukaan 2 < x(G) < 6 ja siten edelleen
4 < x(G) < 6. Kuitenkin Kuvan 15 b) verkon 4-solmuviritys osoittaa, etté
X(G) < 4 ja siten kromaattinen luku x(G) = 4. |5, s. 383, tehtdavi 9.1.8]
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a) 3 b

Kuva 15: 4-kromaattinen verkko G, jolle w(G) = 3 ja a(G) = 2.

Jos verkossa GG on n solmua, niin ilmiselva yliaraja kromaattiselle luvulle
X(G) on n, silld verkon n-véritys on aina mahdollinen. Tdm4 raja on tark-
ka taydellisille verkoille, silld niiden varittdmiseen tarvitaan aina yhtd monta
virid kuin tdydellisesséd verkossa on solmuja. Itseasiassa téiydelliset verkot
ovat ainoita verkkoja, joille tdmé raja on tarkka. Lauseen 3.2.7 yliraja pa-
tee siis kaikille verkoille, mutta siitd ei ole apua verkon kromaattisen luvun
padttelemiseen.

Lause 3.2.7. Jokaiselle verkolle G, jossa on n solmua, x(G) < n. |7, s. 47|

Tutustutaan greedy algoritmiin, joka on olennainen verkon vérityksissé
kiytettava algoritmi. Viritetddn verkko, jossa on n solmua, kidyttden tata
algoritmia. Ensin listataan verkon solmut jarjestykseen merkitsemalla niitd

vy, Ve, ..., U,. Vastaavasti jarjestetddn kiytettivissa olevat virit ja merkitadn
niitd positiivisilla kokonaisluvuilla 1,2, ..., n. Varitetdan verkko seuraavalla
tavalla:

1. Asetetaan vari 1 solmulle v,.

2. Jos solmut vy ja vy ovat vierekkéiset, asetetaan véri 2 solmulle v,; muu-
ten kiytetddn uudelleen virid 1.

3. Viritetddn loput solmut jarjestyksessd. Kun viritetddn solmua v;, kiy-
tetddan pienintd kiytettavissi olevaa viria, jota ei ole kiytetty solmun
v; aikaisemmin véritettyihin naapurisolmuihin. |7, s. 47|

Esimerkki 3.2.8. Kuvassa 16 on erdin verkon greedy algoritmin mukainen
varitys. Vasemmalla olevalle verkolle saadaan greedy algoritmilla oikealla ole-
va viritys. Ensin solmulle v; asetetaan véri 1. Sitten solmulle vy asetetaan
véri 1, koska vy ei ole viereinen solmulle v;. Solmulle v3 asetetaan myos vé-
ri 1, koska se ei ole viereinen solmuille v, ja vo. Solmulle v, on asetettava
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véri 2, silld se on viereinen aikaisemmin vérilld 1 véritetyille solmuille. Vas-
taavasti solmulle v5 asetetaan véri 2 ja viimeisena solmulle vg véri 2. Verkon
vérittdmiseen tarvitaan siis 2 vérid. |7, s. 47]

Vi Vo V2 1 2 1
[ @

m 'M
Vs Vj Ve 2 1 2

Kuva 16: Greedy algoritmin soveltaminen.

V2 V3 V5 1 2 3
® °

,/KI .i[
Vg vy v 1 3 1

Kuva 17: Algoritmin soveltaminen uudelleen.

1

On huomattava, ettd greedy algoritmilla saatu verkon véritys riippuu voi-
makkaasti solmuille alunperin valittavasta jirjestyksestd. Solmujen eri jarjes-
tykset voivat tuottaa ja usein tuottavat erilaisia varityksid. Kuvassa 17 on
Esimerkin 3.2.8 verkko, jossa solmuilla on erilainen jarjestys. Nyt greedy al-
goritmilla saatu verkon véiritys vaatii 2 vérin sijaan 3 virid. Greedy algoritmi
antaa siis aina verkon aidon vérityksen, mutta ei voida olettaa, etta se antaisi
varityksen, jossa kdytetaén pienintd mahdollista virien maaraa. |7, ss. 47-48|

Lause 3.2.9. Jokaiselle verkolle G
xX(G) <1+ A(G).

Todistus. Oletetaan, ettd verkkoon G on sovellettu greedy algoritmia, kun
solmut on listattu jirjestykseen vy, vs, ..., v,. Silloin solmulle v; on asetettu
véiri 1. Solmulle v; (2 < ¢ < n) on asetettu joko véri 1 tai véiri k + 1, jos-
sa k on suurin kokonaisluku siten, ettd kaikki vérit 1,2,...,k on Kkiytetty
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varittdmadan solmun v; naapurit joukossa S = {vy,vs,...,v;_1}. Koska kor-
keintaan deg(v;) solmun v; naapuria kuuluu joukkoon S, luvun & suurin arvo
on deg(v;). Néin ollen solmulle v; asetettu véri on korkeintaan 1 + deg(v;).
Joten

X(G) < max{1+deg(v;)} =1+ A(G),

1<i<n
miké haluttiin osoittaa. |3, s. 182] O

Lauseen 3.2.9 yhtasuuruus on voimassa, kun verkko on taydellinen tai
verkko on sykli, jossa on pariton méara solmuja. Kromaattisen luvun yléara-
jaksi saadaan hieman vahvempi lause, jonka Leonard Brooks todisti vuonna
1941 [17, s. 237].

Lause 3.2.10 (Brooksin lause). Jos verkko G on yhtendinen, eikd se ole
pariton sykli eikd taydellinen verkko, nin

X(G) < A(G).

Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, ss. 48-50]. 0

Esimerkki 3.2.11. Tarkastellaan Brooksin lauseen 3.2.10 avulla Kuvan 18
verkkoa GG. Koska verkko G pitda sisdllian téydellisen verkon Ky, havaitaan,
ettd kromaattinen luku x(G) > 4. Toisaalta verkko G toteuttaa Brooksin
lauseen ehdot ja A(G) = 4, joten x(G) < 4. Siten verkon G kromaattinen
luku x(G) = 4. [17, s. 237]

Kuva 18: Verkko G, johon voidaan soveltaa Brooksin lausetta.

Toisin kuin Esimerkin 3.2.11 tapauksessa Brooksin lause ei aina anna
tyydyttiavad tulosta. Jos verkko G sisdltdd muutaman solmun, joilla on kor-
kea asteluku, niin Brooksin lauseen antama raja voi olla todella heikko. Esi-
merkiksi jos G on kaksijakoinen verkko K 1o, jossa ainoat kaaret lihtevit
yhdestd solmusta sataan muuhun solmuun, niin verkon kromaattinen luku
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X(G) = 2. Brooksin lause antaisi verkolle ylarajan x(G) < 100, joka on kau-
kana todellisesta kromaattisesta luvusta. [17, s. 237]

Tarkastellaan vield joidenkin yleisesti tunnettujen verkkojen kromaattisia
lukuja, joita on kerdtty Taulukkoon 1.

Taulukko 1: Tunnettujen verkkojen kromaattisia lukuja.

Verkko G

triviaali verkko
kaksijakoinen verkko
polku P,

parillinen sykli C,,
pariton sykli C),

puu T

taydellinen verkko K,

=
3wwwww»—n§

Verkon kromaattinen luku x(G) = 1 jos ja vain jos verkossa G ei ole
kaaria. Verkossa kaaren paidtepisteet on viritettavi eri véareilld. Joten jos
verkossa on kaari, niin tarvitaan vihintdin 2 varid verkon vérittdmiseen.
Triviaalit verkot ovat néin ollen ainoita verkkoja, joiden kromaattinen luku
X(G) = 1. |5, s. 377]

Kaksijakoisen verkon G kromaattinen luku x(G) = 2, ellei verkko ole
kaareton. Kaksijakoisen verkon 2-solmuvéritys saadaan asettamalla ensim-
méinen viri toisen jakojoukon jokaiseen solmuun ja toinen vari toisen ja-
kojoukon jokaiseen solmuun. Polut P,, puut T ja parilliset syklit C,, ovat
kaksijakoisia verkkoja, joten niiden kromaattinen luku x(G) = 2. Lausees-
ta 2.3.7 puolestaan seuraa, ettd parittomien syklien C),, kromaattinen luku
X(G) = 3. [5, ss. 377-378]

3.3 Listavaritys

Viimeisind vuosikymmenind verkkojen viritykset, joissa jokaisen solmun vari
valitaan maaratysta sallittujen vérien listasta, ovat herétténeet paljon kiin-
nostusta. Listavirityksen késitteen esittelivit toisistaan riippumatta ensim-
maéisen kerran Vadim Vizing vuonna 1976 ja Paul Erdds, Arthur L. Rubin
ja Herbert Taylor vuonna 1979. Méaaritelldan listaviritykseen liittyvid perus-
kasitteitd ja tutustutaan lahinni erilaisten kaksijakoisten verkkojen listava-
rityksiin. [3, s. 230]

Maié&ritelma 3.3.1. Joukko L(v) on solmuun v liittyva vérilista. |3, s. 230]
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Maaritelma 3.3.2. Verkon G listavdritys on aito solmuvéritys c siten, ettd
c(v) € L(v) kaikilla v € V(G). |3, s. 230]

Listavarityksessa jokaiseen solmuun liitetdén siis yksi viri solmun omasta vi-
rilistasta siten, ettd verkon vierekkiiset solmut saavat eri virit. Eri solmujen
vérilistat voivat olla keskenfén samanlaisia tai ne voivat sisaltdi vareji, joita
ei ole osassa tai kaikissa muissa vérilistoissa. Solmujen vérilistat voivat olla
toisistaan taysin poikkeavat, jolloin kyseisilla solmujen vérilistoilla verkolla
on aina aito listavaritys.

Miaritelma 3.3.3. Jos £ = {L(v) : v € V(G)} on verkon G solmujen
varilistojen joukko ja on olemassa listaviritys talla varilistojen joukolla £,
niin verkko G on £-listavdritettdvi (tai L-valittava). |3, s. 230]

Maiaritelma 3.3.4. Verkko G on k-listavdritettivd (tai k-valittava), jos se on
L-listavaritettava kaikilla listojen L(v) kokoelmilla £ siten, etta |L(v)| > k
jokaiselle solmulle v. [3, s. 230]

Verkko on siis k-listaviritettavi, jos silla on aito listavaritys huolimatta sii-
td, miten kunkin solmun k-kokoinen vérilista valitaan. Tarkasteltaessa sité,
onko tietty verkko k-listaviritettava, riittdéd tutkia tapauksia, joissa solmu-
jen vérilistat eivit ole toisistaan tdysin poikkeavat. Listavirityksessa ollaan
kiinnostuneita pienimméstd mahdollisesta kokonaisluvusta k.

Maiaédritelma 3.3.5. Verkon G kromaattinen listaluku x,(G) on pienin posi-
tiivinen kokonaisluku k siten, ettd G on k-listaviritettavi. [3, s. 230]

On selvid, ettd x,(G) > x(G) jokaiselle verkolle G, silld x(G) on pienin
kokonaisluku £ siten, etté verkolla G' on £-listavéritys, kun |L(v)| = k kaikilla
v € V(G) [1, s. 161]. Oletetaan, ettd G on verkko, jolle A(G) = A. Jos
varilista L(v) = {1,2,...,A,1 + A} jokaiselle verkon G solmulle v, niin
néilla vérilistoilla verkolla G on listaviritys. Jos V(G) = {vy,ve,...,v,} on
verkon G solmujen joukko ja £ = {L(v;) : 1 <i < n} on verkon G virilistojen
kokoelma, jossa jokainen joukko L(v;) muodostuu mistd tahansa 1+ A véristé,
niin greedy algoritmin mukainen verkon G véritys tuottaa aidon vérityksen.
Siten G on (1 4+ A)-listavéritettdva ja edelleen x,(G) < 1 4+ A(G). Saadaan
siis

Y(G) < XG) < 1+ A@G)
kaikille verkoille G. [3, ss. 230-231]

Tarkastellaan seuraavaksi tarkemmin syklin C sekd muiden kaksijakois-

ten verkkojen listavirityksié.
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Esimerkki 3.3.6. Tutkitaan Kuvan 19 syklin C} listavaritystd. Ensinnikin
X(Cy) = 2, joten x,(Cy) > 2. Oletetaan, ettd on annettu mitké tahansa nelja
vérilistaa L(v;) (1 <i < 4), joille |L(v;)| = 2 Olkoon L(v;) = {a,b}. Tarkas-
tellaan kolmea tapausta, jotka todistavat syklin Cy olevan 2-listaviritettava.

V1 V2

Gy L(vy) = {a, b}

V4 V3

Kuva 19: Verkko C, on 2-listavaritettava.

Tapaus 1. a € L(ve)NL(vy). Téssé tapauksessa asetetaan solmulle
vy vari b ja solmuille vy ja vy véri a. Virilistassa L(vs) on vihin-
taan yksi vari, joka ei ole a. Madraamaélla kyseinen vari solmulle
vy saadaan syklin Cy listaviritys talla vérilistojen kokoelmalla.

Tapaus 2. Viri a kuuluu tismdlleen toiseen vdrilistoista L(vs) ja
L(vy). Sovitaan, etti a kuuluu listaan L(vs) eli a € L(vy) \ L(vy).
Jos on véri x € L(vy) N L(vy), niin asetetaan vari = solmuille vy
ja vy ja viri a solmulle vy. Vérilistassa L(vs) on vihintddn yksi
véri, joka ei ole x. Asetetaan kyseinen véri solmulle v3. Néin ollen
verkolla (4 on listavaritys talld listojen kokoelmalla. Seuraavaksi
oletetaan, etté ei ole virid, joka kuuluu molempiin vérilistoihin
L(vy) ja L(vy). Jos a € L(vs), niin asetetaan véri a solmuihin v,
ja vz. Talloin on kaytettdvissi olevat vérit sekd solmulle vy ettd
solmulle vy. Jos a ¢ L(vs), niin asetetaan solmulle v; véri a ja
solmulle vy véri y listasta L(vq), joka ei ole a. Edelleen solmulle
v3 asetetaan miké tahansa véri z listasta L(v3), joka ei ole véri y.
Viimeisend asetetaan solmulle v, miké tahansa véri listasta L(vy),
joka ei ole véri z eikd véri a. TAm4 véri on olemassa listassa L(vy),
silld lista ei oletuksen mukaan sisdlld viria a. Nin ollen saadaan
verkon C} listavéritys.

Tapaus 3. a ¢ L(vg) U L(vy). Madrataan solmulle vy véri a ja
solmulle v3 miké tahansa véri listasta L(vs). Néin ollen listoissa
L(vq) ja L(vy) on kiiytettivissi olevat vérit, jotka voidaan asettaa
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solmuille vy ja v4. Siksi verkolla C} on listavéritys télla vérilistojen
kokoelmalla. |3, s. 231]

Itse asiassa x,(C,) = 2 kaikilla parillisilla kokonaisluvuilla n > 4. Ennen
kuin osoitetaan jokaisen parillisen syklin olevan 2-listaviritettivi, osoitetaan,
ettd jokaiselle puulle T x,(T) = 2.

Lause 3.3.7. Jokainen puu on 2-listavaritettivd. Lisdkst puulla T, jossa on
solmu u ja jolla on 2-kokoisten varilistojen kokoelma £ = {L(v) : v e V(T)},
missd a € L(u), on olemassa L£-listavdritys, jossa u on vdritetty varilli a.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla puun solmujen lukuméaérian suhteen.
Tulos on ilmeinen, kun puu on suuruusluokkaa 1 tai 2. Oletetaan, etté lause
on tosi kaikille puille, joissa on &k solmua, kun k£ > 2. Olkoon 71" puu, jossa on
k + 1 solmua, ja olkoon

€= {L(v):veV(T)}

2-kokoisten virilistojen kokoelma. Olkoon u € V(T') ja oletetaan, ettd a €
L(u). Olkoon z puun T péétesolmu siten, ettd = # u ja olkoon

£ ={L):veV(T—ux)}

Olkoon y solmun x naapurisolmu puussa 7. Induktio-oletuksesta seuraa, ettd
on olemassa puun 7 — x £'-listavéritys ¢/, jossa solmu u on véritetty vérilla a.
Olkoon nyt b € L(z) siten, ettd b # ¢/(y). Télloin véritys ¢, joka on mééritelty

b josv=ux

) = {c’(v> jos v # .

on puun 7" £-listavéritys, jossa solmu u on véritetty varilla a. |3, ss. 231-232]
O

Lause 3.3.8. Jokainen parillinen sykli on 2-listavdritetidva.

Todistus. FEsimerkissd 3.3.6 todistettiin, ettd sykli Cy on 2-listaviritettava.
Olkoon C), n-sykli, jossa solmujen lukuméari n > 6 on parillinen. Oletetaan,
ettd Cp, = (v1,v2,...,U,,v1). Olkoon annettu syklin C,, solmujen 2-kokoisten
vérilistojen kokoelma £ = {L(v;) : 1 < i < n}. Osoitetaan, ettd C,, on
L-listaviritettivi. Tarkastellaan kahta tapausta.

Tapaus 1. Kaikki varilistat ovat samanlaiset, L(v;) = {1,2} kai-
killa 1 < i < n. Jos asetetaan viri 1 solmuun v;, kun 7 on pari-
ton, ja asetetaan véri 2 solmuun v;, kun ¢ on parillinen, niin C,,
on L£-listavaritettava.
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Tapaus 2. Kaikki virilistat kokoelmassa £ eivdl ole samanlaisia.
Talloin syklissa C), on vierekkiiset solmut v; ja v,y siten, ettd
L(v;) # L(v;11). Néin ollen on olemassa viri a € L(viy1) \ L(v;).
Verkko C),, — v; on polku, jossa on n — 1 solmua. Olkoon edelleen
£ ={L(v) : v € V(C, — v;)}. Lauseen 3.3.7 mukaan verkolla
C,, — v; on olemassa £'-listavéritys ¢/, jossa ¢/(v;41) = a. Olkoon
b € L(v;) siten, ettd b # ¢/(v;—1). Silloin véritys ¢ méidriteltyné

(v) = b jos v =y
avr= d(v) joswv#u;

on verkon C,, £-listavéritys. [3, s. 232]

O

Koska jokaisen parittoman syklin kromaattinen luku on 3, parittoman
syklin kromaattinen listaluku on vdhintddn 3. Itseasiassa jokainen pariton
sykli on 3-listavéritettava. |3, s. 232]

Edella todistettiin, ettd kaikki puut ja parilliset syklit ovat 2-listavaritetta-
vid. Puut ja parilliset syklit ovat esimerkkeja kaksijakoisista verkoista, mutta
kaikki kaksijakoiset verkot eivit kuitenkaan ole 2-listaviritettavia. Havain-
nollistetaan tita seuraavalla esimerkillé.

Esimerkki 3.3.9. Tarkastellaan Kuvan 20 a) taydellistd kaksijakoista verk-
koa Kj3. Osoitetaan aluksi, ettd x,(K33) < 3. Olkoon annettu vérilistat
L(v;) (1 < i < 6), joille |L(v;)] = 3. Tarkastellaan kahta tapausta, jotka
riittavit todistamaan, ettd /(33 on 3-listaviritettavi.

\Y V. V.
1 2 3 .2
a) b)
{1.2}
V4 V5 V6

Kuva 20: Verkko K33 on 3-listavaritettava.

Tapaus 1. Tietty vire esvintyy kahdessa tai useammassa listassa
L(vq), L(vy) ja L(vs) tai kahdessa tai useammassa listassa L(vy),
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L(vs) ja L(vg). Sovitaan, ettd viri a esiintyy listoissa L(vy) ja
L(vy). Asetetaan solmuille vy ja vy véri a ja solmulle v3 miké ta-
hansa listan L(v3) véreistd. Siten vihintdén yksi kolmesta véristé
vérilistassa L(v;) on kdytettavissd solmulle v; (i = 4,5, 6).

Tapaus 2. Joukot L(vy), L(va) ja L(vs) ovat pareittain erillisid
kuten ovat myds joukot L(vs), L(vs) ja L(ve). Olkoon ay € L(vy)
ja as € L(vg). Jos mikédn joukoista L(vg), L(vs) ja L(ve) ei si-
salla seké varid a; ettd varid ao, niin olkoon as miké tahansa véri
listasta L(v3). Talloin jokaiselle solmulle vy, v ja vg on kiytetta-
vissé oleva viri, jolloin muodostuu verkon K33 aito véritys. Jos
tasmalleen yksi joukoista L(vs), L(vs) ja L(vg) sisaltad seka varin
ap ettd virin ag, niin valitaan véri ag € L(vs) siten, ettd mikddn
joukoista L(vy), L(vs) ja L(vg) ei sisilla kaikkia vireji aq, ay ja
az. Maadraamalla solmulle vy viri ag huomataan, ettd jokaiselle
solmulle vy, vs ja vg on kiytettdvissi oleva viri kunkin solmun
omassa varilistassa.

Niin ollen yx,(Ks33) < 3. Osoitetaan vield, ettd x,(K33) = 3. Kuvassa 20
b) on esitetty erdit 2-kokoiset vérilistat L(v;), 1 < i < 6. Oletetaan ensin,
ettd solmu v; viritetddn varilla 1. Talloin solmu vy taytyy varittdad varilla
2 ja solmu vy véarilld 3. Néin ollen solmulle v3 valittava véri on aina sama
joko solmun vy tai solmun vs virin kanssa. Jos solmu v, viritetdan varilla 2,
niin solmu vy taytyy varittaa varilla 1 ja solmu vg varilla 3. Talloin solmulle
vy valittava véri on aina sama joko solmun w, tai solmun vg virin kanssa.
Verkkoa K33 ei siis voi virittda kaikilla 2-kokoisten vérilistojen kokoelmilla.
Nain ollen tdydellinen kaksijakoinen verkko K33 ei ole 2-listaviritetttiva ja
siten Xg(Kgg,) = 3.

3.4 Solmuviritysten soveltaminen

On useita ongelmia, joita voidaan analysoida ja joskus ratkaista mallintamal-
la niitd verkkojen avulla. Ratkaistavassa ongelmassa kuvattu tilanne voidaan
mallintaa verkon avulla ja maarittaa verkon solmuvéritys tarkoituksenmukai-
sella tavalla. Kun sovelluskohdetta mallinnetaan solmuvarityksen avulla, tie-
tyn variluokan solmut tyypillisesti edustavat yksiloitd tai asioita, jotka eivit
ole ristiriidassa keskend#n. Tarkastellaan seuraavaksi solmuvirityksen avulla
ratkaistavia liikenteen, radiotaajuuksien, kemiallisten aineiden varastoinnin
ja aikataulutuksen ongelmia.
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Liikennevalojirjestelma

Risteyksen liikennevalojérjestelmén hallitsemista voidaan mallintaa solmu-
virityksen avulla. Liikennevaloristeystd mallinnetaan verkolla, jossa solmut
edustavat risteyksen ajokaistoja ja kaaret yhdistavit niitd ajokaistoja, jot-
ka menevat paillekkiin risteysta ylitettdessi. Solmuvérityksen kromaattinen
luku kuvaa liikennevalojen jaksojen pienintd tarvittavaa méadrdd. Varityk-
sen samaan variluokkaan kuuluvat solmut edustavat niitd ajokaistoja, joita
pitkin risteys on turvallista ylittdd samanaikaisesti.

Esimerkki 3.4.1. Kuvassa 21 on esitetty liikenteen ajokaistat Ly, Lo, ..., Ly
kahden kadun risteysalueella. Risteykseen sijoitetaan liikennevalot. Tietyn lii-
kennevalojen jakson aikana ajokaistojen, joiden liikennevalo on vihred, au-
tot voivat turvallisesti ylittaa risteyksen sallittuihin suuntiin. Mika on pienin
mééré litkennevalojen jaksoja siten, ettd (lopulta) kaikki autot voivat ylittaa
risteyksen?

_"_ ’ |_
L

7 [

~

o ——— -

—

(]

Kuva 21: Ajokaistat katujen risteyksessa.

Muodostetaan verkko G solmujen joukosta V(G) = {Li, Lo, ..., L7}, mis-
sé solmu L; on viereinen solmulle L; (i # j), jos autot kaistoilla L; ja L; eivit
voi turvallisesti ylittdd risteystd samaan aikaan (Kuva 22). T&llin pieninta
maardd tarvittavia liikkennevalojen jaksoja vastaa verkon kromaattinen luku
X(G). Koska solmujen joukko {Li, L4, L5} muodostaa verkon G suurimman
klikin, niin klikkiluku w(G) = 3. Seurauksen 3.2.3 mukaan x(G) > 3. Ku-
vassa 22 on esitetty erds verkon G 3-viritys, joten verkon kromaattinen luku
X(G) = 3. Tarvitaan siis kolme liikennevalojen jaksoa, etté kaikki autot voi-
vat ylittda risteyksen. Téssa varityksessd esimerkiksi ajokaistat Ly, Lo ja Ly
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kuuluvat samaan viriluokkaan, joten niiden kaistojen autot voivat ylittaa
risteyksen turvallisesti samaan aikaan. |3, ss. 172-173, tehtéva 27|

Kuva 22: Esimerkin 3.4.1 verkko.

Radiotaajuuksien suunnittelu

Radiotaajuuksien kidytto vaatii suunnittelua, jotta véltyttdisiin hairidiltd ra-
dioldhetyksissé. Oletetaan, ettd verkon G solmut edustavat radioasemien ra-
dioldhettimié. Tassd mallinnuksessa kaksi radioasemaa ovat vierekkiiset, kun
niiden ldhestysalueet ovat paillekkiiset, mikéd aiheuttaisi hairiota lahetyksis-
sé, jos ldhetykset olisivat samalla taajuudella. Siten kahdelle "vierekkéiselle"
radioasemalle pitiisi madrata eri lihetystaajuudet. Merkitsemélla taajuuksia
véreilld tilanne muuttuu verkon solmuvéritysongelmaksi. Varityksessa jokai-
nen variluokka sisdltdd solmut, jotka edustavat radioasemia, joiden on mah-
dollista kiyttdd samaa lahetystaajuutta. Téassd mallissa kromaattinen luku
X(G) on tarvittavien ldhetystaajuuksien méadra, jotta véltetddn lahetyksien
hairiot. [5, s. 373]

Esimerkki 3.4.2. Seitsemaille radioldhettimelle A, B, ..., G on maarattavi
lahetystaajuudet. Oletetaan, etté jos kaksi ldhetintd on alle 100 mailin paéssd
toisistaan, niiden taytyy lihettdd ohjelmaa eri taajuuksilla. Taulukossa 2 on
esitetty seitsemén radioldhettimen viliset valimatkat. Muodostetaan verkko
H, jossa solmut edustavat radioldhettimia ja kaaret yhdistavat niitd radiola-
hettimid, jotka ovat alle 100 mailin pa#ssa toisistaan. Kuvassa 23 vasemmalla
on edelld kuvatulla tavalla muodostettu verkko.

Pieninté tarvittavaa taajuuksien méariai vastaa siis verkon kromaattinen
luku x(H). Koska verkko H siséltad taydellisen verkon Ky, on verkon klik-
kiluku w(H) = 4 ja siten x(H) > 4. Kuvassa 23 oikealla on esitetty verkon
H 4-solmuvéritys, joten verkon kromaattinen luku y(H) = 4. Néiin ollen
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Taulukko 2: Seitseméan radioldhettimen valimatkat maileina.

B C D FE F (

A |55 110 108 60 150 88

B 87 142 133 98 139

C 791 8 93

D 75 114 82

E 107 41

F 123
E 4

B 2
F 1

Kuva 23: Radioldhettimistd muodostettu verkko ja sen viritys.

radioldhetysten hdiri6ttoméaédn ldhetykseen tarvitaan nelja eri taajuutta. Sa-
maan vériluokkaan kuuluvat radioldhettimet (esimerkiksi A, D ja F') voivat
lahettdd ohjelmansa samalla taajuudella. [5, s. 24]

Kemiallisten aineiden varastointi

Solmuvéritystd voidaan soveltaa ratkaistaessa erilaisten materiaalien varas-
tointiongelmia. Esimerkiksi kemiallisten aineiden varastoinnissa on nouda-
tettava huolellisuutta, silld jotkut kemikaalit reagoivat voimakkaasti keske-
niin ollessaan ldhekkéin. Yhteensopimattomat kemikaalit voivat muodostaa
helposti syttyvid tai myrkyllisid seoksia. Turvallisinta olisi sailyttaa tallaisia
yhteensopimattomia kemikaaleja eri huoneissa. Varastoitavista kemikaaleista
voidaan muodostaa verkko, jonka solmut edustavat kemikaaleja ja kaaret yh-
distavat yhteensopimattomia kemikaaleja. Verkon solmuvérityksen kromaat-
tinen luku vastaa t&lloin pieninté tarvittavien varastohuoneiden lukumaaréa.
|2, s. 131]

Esimerkki 3.4.3. Erdissa tehtaassa kiytetddn kuutta eri kemikaalia A — F.
Taulukossa 3 on esitetty, mitkd kemikaalit ovat yhteensopimattomia keske-
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Taulukko 3: Kuuden kemikaalin yhteensopimattomuus.

Kemikaali | Yhteensopimattomuus

A C,D, FE
B E, F
C A D, F
D A C FE
E A B, D, F
F B, C FE

E D 1 2

F C 3 1
A B 3 2

Kuva 24: Kemikaaleista muodostettu verkko ja sen véritys.

nddn. Mikd on pienin tarvittava maard huoneita, ettd kemikaalit voidaan
varastoida turvallisesti?

Muodostetaan verkko G, jossa solmut edustavat kemikaaleja ja kaaret
vhdistdviit vain niitd solmuja (kemikaaleja), jotka ovat yhteensopimattomia
keskenddn. Kuvassa 24 on esitetty kemikaaleista muodostettu verkko. Ver-
kon G riippumaton solmuluku «(G) = 2, joten Lauseesta 3.2.5 saadaan
2 =3 < x(G) < 5. Kuvan 24 mukaan verkolla G on aito 3-viritys, joten
verkon kromaattinen luku x(G) = 3. Néin ollen kemikaalien turvalliseen va-
rastointiin tarvitaan vihintdin 3 huonetta. Esimerkiksi samaan véariluokkaan
kuuluvat kemikaalit A ja F' voidaan varastoida samaan huoneeseen.

Aikataulutusongelma

Verkkojen solmuvéritysta voidaan kiayttaa myos erilaisten aikataulutusongel-
mien ratkaisemiseen. Téllaisia ongelmia ovat esimerkiksi yliopistojen kurssi-
ja tenttiaikataulujen laatiminen seki erilaisten kokousten aikatauluttaminen.
Tutustutaan seuraavaksi tarkemmin komiteoiden kokousten jirjestimiseen.
Annetusta ryhmésté henkilditd muodostetaan komiteoita siten, ettd henki-
16 voi kuulua useaan eri komiteaan. Jokaiselle komitealle tulisi maarata ko-
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kousaika. Kaksi komiteaa, joilla on yhteinen jésen, ei luonnollisesti voi tavata
samaan aikaan. Mallintava verkko voidaan muodostaa tilanteesta siten, ettid
solmut kuvaavat komiteoita ja kaksi solmua ovat vierekkéiset, jos komiteoilla
on yhteinen jisen. [3, s. 153]

Esimerkki 3.4.4. Yritykselld on kahdeksan tyontekijid, joita merkitidn
A = {ay,a9,...,as}. Tyontekijat padttavit kokouksessa, ettd olisi hyodyl-
lisempad kokoontua kolmen hengen komiteoissa. Komiteat kasittelevit seit-
semad yritykselle tarkedd kysymysté. Seitsemén tarkoitukseen valittua komi-
teaa ovat

Al - {a17a27a’3}7A2 = {CLQ,G3,CL4},A3 == {a47a57a6}7A4 == {a57 CLG,CL?},

As = {al,a7, a8}>A6 = {G17a47a7}7147 = {027%‘,@8}-

Miké on pienin ajanjaksojen méairé, joka tarvitaan komiteoiden tapaamisiin?

Kuva 25: Esimerkin 3.4.4 verkko.

Kaksi komiteaa ei siis voi pitdd kokousta samana ajanjaksona, jos joku
tyontekijoistd kuuluu molempiin komiteoihin. Muodostetaan verkko G, jossa
solmujen joukko on V(G) = {41, Ay, ..., Az}. Kaksi solmua A; ja A; ovat
vierekkiiset, jos A; N A; # 0 (ja siten komiteoiden A; ja A; téytyy tavata eri
ajanjaksoina). Verkko G on esitetty Kuvassa 25. Tarvittavien ajanjaksojen
midrd saadaan ratkaisemalla verkon kromaattinen luku x(G). Verkon G riip-
pumaton luku on a(G) = 2. Lauseesta 3.2.5 saadaan x(G) > n/a(G) = 7/2
ja siten x(G) > 4. Koska on olemassa Kuvan 25 mukainen verkon G 4-
solmuvdritys, siitd seuraa, ettd x(G) = 4. Joten seitsemén komitean tapaa-
misiin tarvittavien ajanjaksojen pienin méérd on 4. |3, ss. 153-154]
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4 Karttojen ja tasoverkkojen varittaminen

Téssé luvussa tutustutaan alueiden ja verkkojen vérittdmiseen kahdella véril-
18. Lisaksi Alaluvussa 4.3 kisitelldan kuuluisaa Neliviriongelmaa, josta verk-
kojen virittdminen on saanut alkunsa ja jolla on ollut suuri merkitys verkko-
teorian kehittymisessd. Neliviriongelman historiallisten tapahtumien tarkas-
telun lisdksi todistetaan heikompi Viisivérilause.

4.1 Alueiden varittaminen kahdella varilla

Tutkitaan alueiden varittdmista kahdella varilla ja piirretddn tasoon toisiaan
leikkaavia ympyroitd. Nama ympyrat jakavat tason tiettyyn méadraan alueita.
Kuvassa 26 on téllainen joukko ympyroitd ja alueet varitettyinad "vuorotel-
len" kiyttden kahta varid. Kysymys kuuluu, voidaanko ympyréiden muodos-
tamat alueet aina virittda tilla tavalla. Osoitetaan, ettd vastaus on kylld ja
esitetddn se tdsméllisemmin.

Kuva 26: Ympyroiden muodostamien alueiden 2-véritys.

Lause 4.1.1. Tasossa olevat ympyroiden muodostamat alueet voidaan vdrit-
tad kahdella varilld siten, etta mitkd tahansa kaksi aluetta, joilla on yhteista
rajaa, oval erivariset.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla, kun n on ympyroiden lukuméara.
Jos n = 1, saadaan ainoastaan kaksi aluetta, joista toinen voidaan virittaa
harmaalla ja toinen valkoisella. Joten olkoon n > 1. Valitaan mika tahan-
sa ympyroistd, merkitddn sitd kirjaimella C' ja unohdetaan se toistaiseksi.
Oletetaan, etté jdljelle jadvien n — 1 ympyridn muodostamat alueet voidaan
virittad kiyttden harmaata ja valkoista siten, ettd samaa rajaa jakavat alueet
varitetddn eri vareilla.
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Seuraavaksi asetetaan puuttuva ympyré takaisin ja vaihdetaan véritysta
seuraavasti: ympyrdn C ulkopuolella véritystd ei muuteta, mutta ympyran C'
sisdpuolella vaihdetaan harmaa ja valkoinen véri keskendén (Kuva 27).

Kuva 27: Uuden ympyréin lisddminen ja uudelleenvirittaminen.

On helppoa ndhd4, ettd tilla tavalla saatu varitys tdyttad vaaditut eh-
dot. Tarkastellaan vield minkd tahansa ympyrdn mitd tahansa kaaren osaa.
Jos kaari on ympyrén C ulkopuolella, niin kaksi aluetta sen eri puolilla olivat
eriviriset ja niiden virit eivit muuttuneet uudelleenvérityksessa. Jos kaari on
ympyran C' sisdpuolella, niin jilleen alueet sen eri puolilla olivat erivériset.
Vaikka ympyrédn lisdédmisen jdlkeen alueiden varit vaihdettiin, ovat ne silti
eriviriset. Viimeiseksi kaari voi olla ympyralld C. Kaksi aluetta kaaren mo-
lemmin puolin olivat samaa aluetta ennen ympyrian C takaisin asettamista,
joten niilld oli sama védri. Nyt toinen alueista on ympyrian C' sisilld ja sen
véri vaihdetaan; toinen on ympyrén ulkopuolella ja sen véri pysyy samana.
Uudelleenvirittdmisen jilkeen alueet ovat siis eriviriset.

Niin ollen on todistettu, ettd n ympyran muodostamat alueet voidaan
varittaa kahdella virilla edellyttiaen, ettd n — 1 ympyrdn muodostamat alu-
eet voidaan virittdd kahdella vérilla. Induktioperiaatteen mukaan lause on
todistettu. [11, ss. 197-199] O

Ympyroiden tavoin tasoon piirretyt suorat jakavat tason alueisiin, jotka
voidaan aina virittdéd kahdella varilla. My6s todistus on idealtaan vastaava.

Lause 4.1.2. Tasossa oleval suorat jakaval tason alueisiin, jotka voidaan
varittada kahdella vdrillda.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla, kun n on suorien lukumaééri. Jos
n = 1, saadaan kaksi aluetta, joista toinen voidaan virittdd harmaalla ja
toinen valkoisella. Olkoon siis n > 1. Tehddan induktio-oletus, ettd n — 1
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suoran muodostamat alueet voidaan virittaa kahdella varilla. Olkoon annet-
tu n suoraa, jotka jakavat tason alueisiin. Poistetaan miké tahansa suora [ ja
viritetddn jiljelle jédneet alueet induktio-oletuksen mukaisesti kahdella vé-
rilld. Laitetaan sitten suora [ takaisin ja vaihdetaan suoran [ toisen puolen
varit; valkoinen harmaaksi ja harmaa valkoiseksi. Kuvassa 28 lisdtd4an suora [
ja vaihdetaan sen alapuolen varit keskendin. Nyt suoran [ molemmat puolet
on viritetty oikein ja riittdd osoittaa, ettd milld tahansa kahdella alueella,
joiden raja on suoralla [, on eri virit. Mutta mitki tahansa kaksi sellaista
aluetta olivat samaa aluetta ennen suoran [ lisddmisté, joten ne olivat myos
samanvariset. Suoran [ toisen puolen vérien vaihtamisen takia uusilla alueilla
on valttAmatta eri vérit. [11, s. 199, tehtévd 13.1.2 a) O

LIt 2

Kuva 28: Suoran lisdédminen ja uudelleenvirittdminen.

4.2 Verkkojen varittaminen kahdella varilla

Edellisen alaluvun ympyrdiden ja suorien muodostamien alueiden varitté-
misongelmat voidaan esittdd myos verkkojen solmujen 2-varityksen avulla.
Esimerkiksi ympyroiden muodostamista alueista saadaan verkko seuraavalla
tavalla: Jokaista aluetta edustaa verkon solmu. Verkossa kahta solmua yhdis-
taa kaari jos ja vain jos niitd vastaavilla alueilla on yhteisté rajakaarta.

Jos verkossa on ainakin yksi kaari, vihintdan kaksi vérid tarvitaan verkon
virittdmiseen. Toisaalta on helppoa ndhd4, ettd kolmio, kolmen solmun tay-
dellinen verkko, vaatii kolme véria tullakseen varitetyksi. Ndin ollen verkon,
joka sisédltda kolmion, varittdmiseen tarvitaan vahintadn kolme véria. Verk-
ko ei kuitenkaan valttaméatta ole 2-varitettava, vaikka se ei sisilld kolmiota.
Seuraava lause maaraé yksikasitteisesti sen, milloin verkko on 2-véritettava.
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Lause 4.2.1. Verkko on 2-vdritettdvda jos ja vain jos se ei sisdlld paritonta
syklid.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd verkko on 2-véritettivé. Tarkastellaan verkon
mielivaltaista syklid vy, vs, ..., vk, v1. Solmut, joilla on parillinen indeksi, vé-
ritetddn esimerkiksi mustalla ja solmut, joilla on pariton indeksi, viritetaan
esimerkiksi valkoisella. Koska solmujen vy ja vy tdytyy olla erivériset, indek-
sin k on oltava parillinen. Mutta k& on syklin pituus, joten kaikkien syklien
on oltava pituudeltaan parillisia. Ndin ollen jos verkko on 2-viritettava, se ei
sisalla paritonta syklid.

Oletetaan seuraavaksi, ettd verkossa ei ole paritonta syklid. Valitaan mika
tahansa solmu a ja viritetdan se mustalla. Varitetddn kaikki sen naapurisol-
mut valkoiseksi. Huomataan, ettd solmun a kahden naapurisolmun valilld ei
voi olla kaarta, koska silloin verkossa olisi kolmio ja n&in ollen pariton sykli.
Viritetadn seuraavaksi kaikki valkoisten solmujen varittamattomat naapuri-
solmut mustalla. On osoitettava, ettd mustien solmujen vililli ei ole kaarta:
Solmun a ja uuden mustan solmun vélilla ei ole kaarta, koska uudet mustat
solmut eiviit olleet solmun a naapureita. Mydskiddn uusien mustien solmujen
valilla ei voi olla kaarta, koska silloin verkossa olisi sykli, jonka pituus on 3 tai
5. Jatkamalla samanlaista proseduuria saadaan verkon solmujen 2-viritys.

On helppoa viittidé, ettd kahden samanvérisen solmun vélilld ei ole kaar-
ta. Tehddan vastaoletus, ettd verkossa on kaksi vierekkéistd solmua u ja v,
jotka ovat molemmat mustia. Solmu u on viereinen aikaisemmin valkoiseksi
varitetylle solmulle wu; joka puolestaan on viereinen vield aikaisemmin mus-
taksi véritetylle solmulle uo; jne. Talla tavalla voidaan valita polku P sol-
musta u takaisin aloitussolmuun. Samoin voidaan valita polku @ solmusta
v aloitussolmuun. Aloitetaan solmusta v ja seurataan polkua () siihen asti,
ettd ensimmaéisen kerran osutaan polkuun P ja sitten seurataan polkua P
solmuun wu asti. Tama polku kaaren uv kanssa muodostaa syklin. Koska po-
lussa varit vuorottelevat, mutta polku alkaa ja paattyy mustaan variin, on
sykli pariton (Kuva 29). Paddytéén siis ristiriitaan.

Jos verkko on yhtendinen, on kaikki verkon solmut véritetty 2 vérilla.
Jos verkko on epdyhtendinen, taytyy sama proseduuri toistaa kaikille verkon
komponenteille. Selvisti ndin saadaan koko verkon 2-véritys. Tamé todistaa
Lauseen 4.2.1. [11, s. 201] O

Lauseen 4.2.1 todistus antaa algoritmin verkon 2-virityksen 16ytamiseksi,
jos sellainen on olemassa. Toisaalta se antaa algoritmin parittoman syklin 16y-
tamiseksi. Lauseista 2.3.7 ja 4.2.1 seuraa, ettd jokainen kaksijakoinen verkko
on 2-varitettava.
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Kuva 29: Epdonnistunut 2-véritys tuottaa parittoman syklin.

4.3 Nelivariongelma

Nelivdriongelma esitettiin ensimmaéisen kerran vuonna 1852. Silloin englan-
tilainen Francis Guthrie (1831-1899) havaitsi, ettd Englannin kreivikunnat
voitaisiin varittaa neljdlla varilla siten, ettd naapurikreivikunnat olisivat kes-
ken&#in erivirisid. Tamé sai hdnet pohtimaan, voitaisiinko jokaisen kartan (to-
dellisen tai kuvitellun) kreivikunnat vérittda korkeintaan neljéé viria kiytté-
maélld. Francis mainitsi ongelmasta nuoremmalle veljelleen Frederickille, joka
sithen aikaan osallistui yleisesti tunnetun matemaatikon Augustus De Mor-
ganin kurssille. Veljensid suostumuksella Frederick mainitsi ongelmasta De
Morganille, joka piti ongelmaa uutena, mutta oli kykeneméaton ratkaisemaan
sitd. Huolimatta De Morganin suuresta mielenkiinnosta ongelmaa kohtaan
vain harva muu ongelmasta tietoinen matemaatikko jakoi hédnen kiinnostuk-
sensa. Neljinnesvuosisata kuluikin vihéiselld aktiivisuudella ongelmaa koh-
taan. [3, s. 205]

London Mathematical Society yhteison kokouksessa vuonna 1878 suuri
matemaatikko Arthur Cayley tiedusteli Neliviriongelman tilaa. Tama heratti
mielenkiinnon ongelmaa kohtaan ja johti brittildisen lakimiehen Alfred Bray
Kempen (1849-1922) kirjoittamaan artikkeliin vuonna 1879. Artikkeli sisél-
si todistusehdotuksen siihen, ettd jokainen kartta voidaan virittda enintiin
neljalld vérilld siten, ettd naapurikreivikunnat on véritetty eri véreilld. Kem-
pen alkuperdinen todistus loytyy artikkelista On the Geographical Problem
of the Four Colors [10]. Seuraavan kymmenen vuoden ajan Neliviriongelman
ajateltiin olevan ratkaistu. |3, s. 205]

Kuitenkin brittildisen matemaatikon Percy John Heawoodin (1861-1955)
Quarterly Journal of Mathematics lehdessd julkaistu artikkeli Map Colour
Theorem muutti tilannetta vuonna 1890 [8]. Artikkelissa esiteltiin kartta ja
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sen kreivikuntien vaillinainen véritys, minkd Heawood osoitti olevan vastae-
simerkki Kempen kiyttimille todistusmenetelmalle. Vaikka tdméa vastaesi-
merkki ei tarkoittanut sitd, etta olisi olemassa karttoja, joiden vérittdmiseksi
vaaditaan ainakin viisi vérid, osoitti se Kempen kiyttdmén menetelmén ole-
van tulokseton. Siitd huolimatta Heawood pystyi kiyttdmain Kempen me-
netelméi todistaakseen, etta jokainen kartta voidaan varittda enintdin viitta
varid kiyttamalla. |3, s. 206, 217]

Viisivirilauseen todistamista varten tarvitaan tietoa tasoverkon solmujen
ja kaarien vilisestd riippuvuudesta. Aloitetaan méérittelemélld tasoverkon
alueen kisite.

Maaritelm4 4.3.1. Tasoverkon G kaarien rajoittamia tasoalueita kutsutaan

aluetksi. Tasoverkon G ulkopuolista aluetta kutsutaan ddrettomdkst alueeksi.
[13, s. 111]

On olemassa yksinkertainen kaava yhtenéisen tasoverkon solmujen, kaarien
ja alueiden lukuméarien suhteiden vélille. Kaava tunnetaan Eulerin kaavana,

jonka kehitti verkkoteorian isédna pidetty sveitsildinen matemaatikko Leon-
hard Euler (1707-1782). [13, s. 1].

Lause 4.3.2 (Eulerin kaava). Jos yhtendgisessd tasoverkossa G on n sol-
mua, e kaarta ja f aluetta, niin

n—e+ f=2.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla verkon G kaarien lukuméaran e suh-
teen. Jos e = 0, niin yhtendisessi verkossa G taytyy olla vain yksi solmu. Si-
ten n = 1 ja on yksi ddreton alue, joten f = 1. Silloin n—e+f =1-0+1 = 2.
Jos e = 1, niin verkon G solmujen lukumé&iréd on joko 1 tai 2. Ensimméinen
vaihtoehto esiintyy, kun kaari on silmukka. Molemmat vaihtoehdot on esitet-
ty Kuvassa 30. Silmukan tapauksessan—e+ f =1—1+2 = 2 ja ei-silmukan
tapauksessa n —e + f =2 — 1+ 1 = 2. Néin ollen lause on tosi, kun e = 0
jae=1.

n=1

Kuva 30: Yhteniiset yhden kaaren tasoverkot.
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Oletetaan, etté lause on tosi kaikille yhtenéisille tasoverkoille GG, joissa on
e —1 kaarta. Lisdtadn verkkoon G uusi kaari £ siten, ettd muodostuu edelleen
yvhtendinen tasoverkko GG + k. Tarkastellaan kolmea mahdollista tapausta.

(i) Kaari k on silmukka, jolloin syntyy uusi silmukan rajoittama alue, mut-
ta solmujen lukuméaérd pysyy muuttumattomana.

(il) Kaari k yhdistdé kaksi verkon G solmua, jolloin yksi verkon G alueista
jakaantuu kahtia ja siten alueiden méara kasvaa yhdelld, mutta solmu-
jen lukuméara pysyy muuttumattomana.

(iii) Kaari k liittyy yhteen verkon G solmuun, jolloin kaaren toinen pééte-
solmu on lisdttava verkkoon. Verkkoon siis lisdtddn yksi solmu, mutta
alueiden lukumééra pysyy muuttumattomana.

Merkitddn n', €' ja f’ solmujen, kaarien ja alueiden lukumaééria verkossa G
jan, eja f solmujen, kaarien ja alueiden lukuméirié verkossa G + k. Silloin

i) n—et+f=n"—(+D)+(f+1)=n"—€e+f
iy n—e+f=n"—(E+1)+(f'+1)=n"—€+f
i) n—e+f=n+1)—-(€+1)+f=n"—€e+f.

Induktio-oletuksen mukaan n’ — ¢’ + f' = 2, joten jokaisessa tapauksessa
n —e+ f = 2. Lause on siis tosi jokaiselle yhtendiselle tasoverkolle, jossa
on e kaarta, kun se on tosi jokaiselle yhtenéiselle tasoverkolle, jossa on e — 1
kaarta. Induktioperiaatteen mukaan lause on todistettu. [13, ss. 116-117] O

Eulerin kaavaa soveltamalla saadaan hyddyllinen tulos jatkoa ajatellen.
Sen avulla voidaan arvioida suuruusluokkaa n olevan tasoverkon korkeinta
mahdollista kaarien lukumé&araa.

Lause 4.3.3. Tasoverkossa, jossa onn solmua, on korkeintaan 3n—6 kaarta.

Todistus. Olkoon verkossa n solmua, e kaarta ja f aluetta. FEulerin kaavasta
(Lause 4.3.2) termeji jarjestelemélli saadaan

n+ f=e+2.

Toinen yhteys nédiden lukujen vilille saadaan laskemalla kaaret alue alueelta.
Jokaisella alueella on vahintdidn kolme kaarta rajallaan, joten lasketaan véa-
hintdén 3f kaarta. Jokainen kaari on laskettu kahdesti (kaari on aina kahden
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alueen rajalla), joten kaarien lukumé&érd on véhintdan 3f/2. Toisin sanoen
< % e. Kéayttamalld tatd Eulerin kaavan kanssa saadaan

2
e+2:n—|—f§n+§e,
josta uudelleenjirjestelemélld saadaan e < 3n — 6. |11, s. 193] [

Lemma 4.3.4. Jokaisessa tasoverkossa on solmu, jonka asteluku on kor-
keintaan 5.

Todistus. Taman lemman todistamiseen tarvitaan ainoastaan Eulerin kaavan
seurausta Lausetta 4.3.3. Tehddédn vastaoletus, ettd on olemassa verkko, jolle
Lemma 4.3.4 ei pdde. Tall6in verkon jokaisen solmun asteluku on vihintdan
6. Laskemalla kaaret solmu solmulta saadaan vdhintddn 6n kaarta. Jokainen
kaari on laskettu kahdesti, joten kaarien lukuméarad on vahintddn 3n, miki
on ristiriidassa Lauseen 4.3.3 tuloksen kanssa. [11, s. 208] [

Lemman 4.3.4 tulos on tirked todistettaessa Viisivérilausetta. Esitetddn
seuraavaksi Heawoodin Viisivdrilauseen todistus, jossa hidn kdytti apunaan
Kempen todistustekniikkaa.

Lause 4.3.5 (Viisivéirilause). Jokainen tasoverkko on vdritettavissd viidel-
la varidla.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla verkolle, jossa on n solmua. Lause on
selvisti tosi, kun 1 < n < 5. Oletetaan, ettd jokainen suuruusluokkaa n — 1
oleva tasoverkko on viritettivissa 5 varilla, kun n > 6. Olkoon G tasoverkko,
jossa on n solmua. Osoitetaan, ettd GG on viritettavissa viidelld varilla.

Lemman 4.3.4 mukaan verkossa G on solmu v, jolle deg(v) < 5. Koska
G —v on suuruusluokkaa n — 1 oleva tasoverkko, induktio-oletuksesta seuraa,
ettd G — v on viritettivissa viidelld vérilla. Olkoon verkko G — v viritetty
viidelld varilla siten, ettd kiytettyja viareja merkitdan numeroilla 1, 2, 3, 4 ja
5. Jos yhta ndistd vireista ei ole kiytetty varittdméaian solmun v naapureita,
voidaan vari liittdd solmuun v. T&ll6in verkosta G tulee 5-véritettava. Nain
ollen voidaan olettaa, ettd deg(v) = 5 ja ettd kaikkia viittd virid on kiytetty
solmun v naapureiden véirityksessa.

Oletetaan, ettd vy, v, v3, V4 ja vs ovat syklisesti jarjestetyt solmun v naa-
purit. Voidaan olettaa, ettd solmuun v; liittyy véri ¢, jossa 1 < i < 5. Olkoon
H verkon G — v se aliverkko, joka muodostuu solmuista, jotka on véritetty
véreilld 1 ja 3, ja niiden vilisistd kaarista. Néin ollen vy, v3 € V(H). Jos ali-
verkossa H solmujen vy ja vz vililla ei ole polkua, voidaan yksinkertaisesti
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Kuva 31: Tapaus, jossa solmut v; ja vz ovat aliverkon H eri komponenteissa.

vaihtaa virien 1 ja 3 paikat solmuun v liittyvéssa aliverkon H komponen-
tissa. Kuva 31 esittdd tdtd solmuun v, liittyvdn komponentin virien vaihta-
mista keskendén. Verkko G voidaan nyt varittad viidelld virilla asettamalla
solmulle v vari 1.

Kuva 32: Tapaus, jossa solmut vy ja vz ovat yhdistetyt aliverkossa H.

Oletetaan seuraavaksi, ettd solmut v; ja vz kuuluvat aliverkon H samaan
komponenttiin. Tamé tarkoittaa sité, ettd verkko G — v sisdltda solmujen vy
ja vg valisen polun P, jossa kaikki solmut on véritetty varilla 1 tai 3. Polku P
ja verkon G polku (v, v, v3) muodostavat syklin sulkien siséiénsé joko solmun
V9 tai molemmat solmut vy ja vy (Kuva 32). Eritoten tdmé tarkoittaa sité,
ettd verkossa G — v ei ole polkua vy — vy, jossa jokainen solmu olisi véritetty
varilla 2 tai 4.

Olkoon F' verkon G — v se aliverkko, joka muodostuu véreilld 2 ja 4 véri-
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tetyistd solmuista seké niiden vilisistd kaarista. Polun P ja verkon G polun
(v1,v,v3) muodostaman syklin johdosta aliverkko F' ei voi olla yhtendinen.
Olkoon F; se verkon F' komponentti, joka sisdltda solmun v,. Valttamatta
vy ¢ V(F,). Vaihtamalla komponentin Fy solmujen vérit voidaan solmulle v
asettaa véri 2. Verkko G on siten 5-viritettava. |3, s. 207] O

Sen jilkeen kun vuonna 1890 Heawood julkaisi todistuksen, tiedettiin jo-
kaisen tasoverkon kromaattisen luvun olevan korkeintaan 5. Ei kuitenkaan
tunnettu ainuttakaan tasoverkkoa, jonka kromaattinen luku olisi 5. Neliva-
riongelma oli siis edelleen ratkaisematta. Huolimatta useiden matemaatikko-
jen yrityksistd ratkaista ongelmaa kesti 86 vuotta ennen kuin ratkaisu saatiin.
Vuonna 1976 Kenneth Appel (s. 1932) ja Wolfgang Haken (s. 1928) esittivit
tietokoneavusteisen todistuksen Neliviriongelmaan. Todistus perustui 1936
verkon pelkistettyyn yksittaistapaukseen, joita my6hemmin karsittiin 1482
verkkoon. [3, ss. 20-24, 208]

Kaikki eivit kuitenkaan hyviksyneet tdysin Appelin ja Hakenin todis-
tusta. Oli herdnnyt epéilyja todistuksen oikeellisuudesta pidasiassa kahdes-
ta seuraavasta syysté: (i) osassa todistusta kiytetdan tietokonetta, eiké sité
voida todentaa kisin; (ii) késin tarkistettavaksi tarkoitettu osa on niin mo-
nimutkainen ja pitkéllinen, ettd kukaan ei ole voinut itsendisesti tarkistaa
sitd taydellisesti. Naista syistd vuonna 1996 Neil Robertson, Daniel Sanders,
Paul Seymour ja Robin Thomas suunnittelivat oman tietokoneavusteisen to-
distuksen Neliviariongelmaan, joka oli idealtaan vastaava Appelin ja Hakenin
todistuksen kanssa. Uusi todistus perustui 633 valttamattomaan verkkoon ai-
kaisempien 1482 verkon sijaan. Lisdksi Appel ja Haken kiyttiviat 487 saantoa
muodostaakseen yksittiistapauksien joukon, kun Robertson, Sanders, Sey-
mour ja Thomas kiyttiviit vain 32 sdéntoa. [12]

Nelivéirilausetta ei ole voitu todistaa ilman tietokoneiden apua, joten
"puhdas" matemaattinen todistus puuttuu edelleen.

Lause 4.3.6 (Nelivérilause). Jokainen tasoverkko on vdritettavissa neljilld
virilld. [3, s. 208]

5 Kaarien varittaminen

Tahidn mennessd on tarkasteltu solmujen ja tasoverkkojen alueiden vérityk-
sid. Kolmas varitystapa on téissa luvussa kasiteltdva kaarien varittdminen.
Aikaisemmin solmujen virittdmisessd ensisijainen painotus on ollut aidossa
solmuvérityksessa. Vastaavasti kaarien varittdmisessa vaatimuksena on se, et-
td verkon vierekkiisten kaarien tulee olla erivirisida. Télloin on kyse aidosta
kaarivarityksesta.
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5.1 Maaritelmia

Méaritelladn aluksi kaarien varittdmisen peruskéisitteiti. Huomataan, ettd
kisitteet ovat pitkélti analogisia solmuvérityksen vastaaviin kisitteisiin.

Maaritelm4 5.1.1. Verkon G kaarwdrityksessa verkon kaarille madrataan
varit, yksi vari kullekin kaarelle. Verkon G k-kaarivdiritystd voidaan kuvata
funktiolla ¢ : E(G) — {1,2,...,k} verkon kaarien joukosta kdytettavien
vérien joukkoon. [3, s. 249]

Maaritelma 5.1.2. Verkko on aidosti kaarivaritetty, jos verkon vierekkiiset
kaaret on viritetty eri véreilld. |3, s. 249]

Maaritelma 5.1.3. Verkon G sanotaan olevan k-kaarivdritettivd, jos silld
on aito k-kaarivéritys. [3, s. 249|

Aito kaarivéritys on kaikkein yleisin tapa vérittda kaaria. Jatkossa kiytet-
téessd nimitystd verkon kaariviritys tarkoitetaan aitoa kaarivaritysta.

Kuten verkkojen solmuvarityksissa my0s kaarivérityksissa ollaan kiinnos-
tuneita kiyttamain vahimmaismairad vareja. Solmuviritysten kromaattista
lukua kaarivirityksissd vastaa kromaattinen indeksi.

Miiritelmi 5.1.4. Verkon G kromaattinen indeksi x'(G) on pienin positii-
vinen kokonaisluku k, jolla verkko G' on k-kaariviritettava. |3, ss. 249-250]

Esimerkki 5.1.5. Kuvassa 33 on esitetty erdin verkon G kaarivérityksii: a)
kohdassa on verkon 5-kaarivéritys, b) kohdassa 4-kaarivéritys ja c) kohdassa
3-kaariviritys. Koska verkko G on 3-kaariviritettavé, verkon kromaattinen
indeksi x'(G) < 3. Toisaalta G sisiltdsd kolme keskindisesti vierekkéistd kaar-
ta (itse asiassa useamman téllaisen kolmen kaaren joukon), joten vihintaén
kolme eri virid vaaditaan mihin tahansa verkon G kaariviritykseen ja siten
X'(G) > 3. Niin ollen verkon kromaattinen indeksi x'(G) = 3.

Verkon kaarivaritys jakaa verkon kaaret viriluokkiin vérityksessi kiytet-
tavien varien suhteen.

Mééaritelma 5.1.6. Kaarien joukon E(G) epityhjat joukot Fi, Es, ..., Fy
ovat verkolle G annetun k-kaarivirityksen kaarivdriluokat. Verkon k-kaarivé-
ritys on tehty kdyttamalld virejd 1,2,...,k ja joukko E; (1 < i < k) muo-
dostuu niistd verkon kaarista, jotka on véritetty vérilld 7. [3, s. 250]

Maaritelma 5.1.7. Verkon G kaarien joukko M on rigppumaton, jos mitka
tahansa kaksi joukon M kaarta eiviit ole vierekkiiset. [3, s. 98]
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Kuva 33: Verkon G kaarivirityksia.

Epétyhjat joukot {Ey, Es, ..., Eyx} aiheuttaa kaarien F(G) jakamisen kaari-
variluokkiin. Koska aidossa kaarivérityksessa verkon G vierekkiiset kaaret on
véritetty eri véreilld, jokainen véariluokka koostuu verkon G riippumattomien
kaarien joukosta. Erityisesti verkon kromaattinen indeksi on pienin méird
riippumattomien kaarien joukkoja, johon FE(G) voidaan jakaa. Lisdksi jos
X'(G) = k jollekin verkolle G, niin kaikkien verkon k-kaariviritysten téytyy
tuottaa ainoastaan k epétyhjid kaariviriluokkaa. [3, s. 250]

5.2 Kromaattisen indeksin rajoista

Verkon kaarivirityksen kromaattisen indeksin ratkaisemista helpottaa kro-
maattiselle indeksille patevat ala- ja ylarajat. Kaariviritystd tehtiessd on
huomioitava verkossa olevat rinnakkaiset kaaret, jotka kasvattavat verkon
kromaattisen indeksin arvoa. Multiverkoille onkin olemassa omat kromaatti-
sen indeksin ylirajat.

Maéritelladn seuraavaksi riippumattoman kaariluvun kisite, jonka avulla
saadaan yksi arvio verkon kromaattisen indeksin alarajasta.

Maaritelma 5.2.1. Suurinta kaarien lukumaérad verkon G kaarien riippu-
mattomassa joukossa kutsutaan rippumattomaksi kaariluvuksi ja sitd mer-
kitddn o/ (G). [3, s. 98]

Jos verkossa G on n solmua, niin riippumaton kaariluku o/(G) < n/2. Seu-
raava Lause 5.2.2 antaa yksinkertaisen mutta hyodyllisen alarajan verkon
kromaattiselle indeksille. Lisdksi se on analoginen Lauseessa 3.2.5 esitetyn
verkon kromaattisen luvun alarajan kanssa. [3, s. 250]
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Lause 5.2.2. Jos verkossa G on m (> 1) kaarta, niin

(GQ) > .
Todistus. Oletetaan, ettd verkon G kromaattinen indeksi x'(G) = k. Ole-

tetaan lisdksi, ettd FEi, Fs,..., Ey ovat kaarivariluokat k-kaarivarityksessi.
Niin ollen |E;| < o/(G) kaikilla i (1 <i < k). Joten

m = [E(G)] = Z |Eil < ko (G)

jasiten x'(G) = k > 75 [3, ss. 250-251] O

o

Kaikissa aidoissa kaarivarityksissi verkon vierekkiiset kaaret on véritet-
tava eri vireilld. Tarkastelemalla verkon mité tahansa solmua v huomataan,
ettd tarvitaan deg(v) virid virittdmédn kaaret, jotka ldhtevét solmusta v.
Néin ollen saadaan toinen alaraja verkon kromaattiselle indeksille kdytté-
maélld verkon suurinta astetta A(G).

Lause 5.2.3. Jokaiselle epdtyhjalle verkolle G
X(G) > A(G). [3, s. 251]

Verkon G kromaattisen indeksin alaraja A(G) on siis melko ilmeinen. Ve-
néldinen matemaatikko Vadim G. Vizing (s. 1937) osoitti merkittivin ylira-
jan yksinkertaisen verkon kromaattiselle indeksille. Vizingin lause julkaistiin
ensimmaéisen kerran vuonna 1964 siperialaisessa aikakausjulkaisussa Metody
Diskret. Analiz. otsikolla On an estimate of the chromatic class of a p-graph.
Lausetta on pidetty yhtend pdalauseena kaarivirityksen saralla ja se loytyy
useimmista verkkoteorian oppikirjoista. 6]

Lause 5.2.4 (Vizingin lause). Jokaiselle epityhjdille yksinkertaiselle ver-
kolle G patee
/
X' (G) <1+ A(G).

Todistus. Todistetaan lause induktiolla verkon G kaarien lukuméirin m =
|E(G)| suhteen. Kun m = 1 lause on tosi. Valitaan verkon G miké tahansa
kaari e; = uv; ja oletetaan, etti verkko G —e; on véritetty kdyttden A(G)+1
vérid. Kaytetdan tata verkon G — eq varitystd verkon G vérityksen muodos-
tamisessa. Mille tahansa kahdelle vérille a ja § olkoon G(«, 3) verkon G se
aliverkko, jonka kaaret ovat juuri ne verkon GG kaaret, jotka on véritetty joko
varilld « tai . Selvésti aliverkon G(«, #) yhtendiset komponentit ovat polku-
ja tai parillisia syklejé, joiden kaaret on véritetty vuorotellen vireilla a ja 3.
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Huomataan, ettd yhtendisessé aliverkossa G(«, ) vérien « ja [ vaihtaminen
keskenéddn tuottaa edelleen koko verkon aidon varityksen.

Koska jokaisen solmun v aste on korkeintaan A(G), on vihintddn yksi véri
v, joka puuttuu solmusta v verkon G — e; vérityksessd. Millddn solmusta v
lahtevilla kaarella ei siis ole vérid 7. Jos sama véri puuttuu solmuista u ja vy,
tadma viri voidaan asettaa kaarelle e;. Oletetaan sen takia, ettd vari o puuttuu
solmusta u ja vari f; # « puuttuu solmusta v;. Lisdksi voidaan olettaa,
ettd joku solmusta vy ldhtevistd kaarista on viritetty varilld « ja joku kaari
es = uwve on varitetty varilla f;. Muutetaan annettua viritystd seuraavalla
tavalla: asetetaan viri 3; kaarelle ey ja jatetddn kaari e, talla hetkelld ilman
varia. Jos ao on viri, joka puuttuu solmusta vy, voidaan ey varittaa varilla a.
Joten oletetaan, ettd o on asetettu jollekin solmusta v, 1dhteville kaarelle. Jos
solmut u, v; ja vy eivit kuulu samaan yhtendiseen komponenttiin G(«, 31),
voidaan vaihtaa virit « ja (; solmun vy sisiltidvissid komponentissa, jolloin
vari « puuttuu solmusta vy. Vari a puuttuu edelleen solmusta u ja siten
a voidaan asettaa kaarelle e;. Muuten solmut w, vy ja vy kuuluvat samaan
yhtendiseen komponenttiin G(«, 1), jolloin on olemassa polku solmusta u
solmuun vy vuorotellen vireilld a ja () véritettynd. Tamé polku yhdessid
vield virittdmattomén kaaren e; kanssa muodostaa syklin (Kuva 34).

Kuva 34: Sykli verkossa G.

Oletetaan sitten, ettd solmusta vo puuttuu véri Sy # f;. Voidaan lisiksi
olettaa, ettd timé véri esiintyy solmussa u, silld muuten asettamalla vari (5o
kaarelle e; saadaan haluttu véritys. Olkoon e3 = wuwvs se kaari, joka on vi-
ritetty vérilld ;. Vaihdetaan jéilleen annettu viaritys seuraavasti: asetetaan
viri [y kaarelle eg ja jitetddn kaari ez ilman vérid. Kuten aikaisemmin, voi-
daan olettaa, ettd u, vs ja vy kuuluvat samaan yhtendiseen komponenttiin
G(a, B2). Joten on olemassa polku solmusta u solmuun v véritettynd vuoro-
tellen vareilld « ja (. Taméa polku yhdessd vield varittdmattoméan kaaren es
kanssa muodostaa syklin.

On siis 16ydetty kaksi vuorottelevaa syklié, jotka on esitetty Kuvassa 35.
Jatketaan virityksen vaihtamista samaan tapaan, kunnes loydetddn solmul-
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Kuva 35: Kaksi syklid verkossa G.

le u viereinen solmu vy, jonka kaari e, = wuvy ei ole vield véritetty ja jolle
toinen seuraavista kahdesta tapauksesta esiintyy. Joko joku véri £, # Or_1
puuttuu solmusta v, ja tdmé vari puuttuu myos solmusta u, jolloin kaari ey
voidaan varittda talld varilld. Tai joku vari §;, jolle ¢ < k — 2, puuttuu sol-
musta vg. (Huomataan, ettd yhden néistd mahdollisuuksista taytyy esiintyd
jossain vaiheessa, koska voidaan 16ytdd korkeintaan deg(u) < A(G) solmun
u naapuria.) Kuten aikaisemmin u, v; ja v;11 kuuluvat samaan yhtenéiseen
komponenttiin G(«, ;). Taméa komponentti on polku P solmusta u solmuun
vi41 vuorotellen viritettynd vireilld o ja ;. Tamé polku ei sisélld solmua vy,
silld véri 5; puuttuu solmusta v. Néin ollen aliverkon G(«, 5;) komponentti
C, joka sisdltdd solmun v, on erillinen polusta P (Kuva 36). Nyt vaihde-
taan virit « ja [; keskendédn komponentissa C, jolloin voidaan asettaa véri o
kaarelle ej. Siten muodostuu haluttu verkon G (A+1)-véritys. |9, ss. 268-270]

O

Kuva 36: Polku P ja erillinen komponentti C'
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Solmuvérityksessa rinnakkaisilla kaarilla ei ollut merkitystd verkon kro-
maattiseen lukuun. On kuitenkin selvii, ettd rinnakkaisilla kaarilla on suu-
ri vaikutus verkon kromaattiseen indeksiin. Lause 5.2.2 toimii sellaisenaan
my06s multiverkoille. Huomataan, etté erityisesti rinnakkaisten kaarien luku-
méadrdn kasvaessa myoOs kromaattisen indeksin alaraja kasvaa. Madritelladan
seuraavaksi verkon suurin kertaluku, jonka avulla voidaan arvioida multiver-
kon kromaattisen indeksin ylarajaa.

Maiésritelmi 5.2.5. Multiverkon G suurin kertaluku ((G) on suurin mah-
dollinen mééré kaaria, jotka liittyviit samaan pariin solmuja. |3, s. 254|

Vizing ja Ram Prakash Gupta l6ysivét toisistaan riippumatta multiverkon
G kromaattiselle indeksille yldrajan, jossa kiytetaan hyviaksi verkon suurinta
kertalukua u(G) ja suurinta astetta A(G).

Lause 5.2.6. Jokaiselle epdtyhjille multiverkolle G
X (G) < A(G) 4+ u(G). |3, s. 254]

Yksinkertaiselle verkolle G Lause 5.2.6 sievenee muotoon x'(G) < A(G) + 1,
joka on Vizingin lause 5.2.4. Jo aikaisemmin toisen ylirajan multiverkon G
kromaattiselle indeksille 16ysi Claude Elwood Shannon (1916-2001). Shanno-
nin yliraja saadaan ainoastaan verkon suurimman asteen A(G) avulla. Shan-
nonin lause julkastiin vuonna 1949 lehden Journal of Mathematical Physics
artikkelissa A theorem on coloring the lines of a network. |3, s. 254] Shanno-
nin lauseen rajaa asteittain kehittaméalla Vizing 16ysi ylarajan (Lause 5.2.4)
vksinkertaisen verkon kromaattiselle indeksille [6].

Lause 5.2.7 (Shannon). Jos verkko G on multiverkko, niin

3A(G)
-

X'(G) <

Todistus. Oletetaan, ettd lause on epitosi. Olkoon kaikkien multiverkko-
jen H, joille x'(H) > 3A(H)/2, joukossa minimikokoinen verkko G. Olkoon
A(G) = A ja u(G) = p. Oletetaan, ettd x'(G) = k. Siksi X'(G — f) =k —1
kaikilla verkon G kaarilla f. Lauseesta 5.2.6 saadaan k& < A+ u ja oletuksesta
k> 3A/2.

Olkoon u ja v verkon G solmut siten, ettd p kaarta yhdistda ne. Olkoon e
yksi solmuja u ja v yhdistavista kaarista. Néin ollen /(G —e) = k — 1, joten
on olemassa verkon G — e (k — 1)-kaarivéritys. Solmusta u lahtevien kaarien
varityksessi kiyttaméttomien virien maédrd on vihintaan (k—1)—(A—1) =
k—A. Vastaavasti solmusta v ldhtevien kaarien virityksessa kiyttadmattomien
vérien méard on vahintdan k — A.
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Jokaisen néistd k— A tai useammasta varisté, joita ei ole kiytetty solmus-
ta u lahtevien kaarien vérityksessi, tiytyy olla kiytetty solmusta v ldhtevien
kaarien viritykseen. Muuten on olemassa vapaana oleva véri kaarelle e, miké
on ristiriidassa oletuksen y'(G) = k kanssa. Vastaavasti jokaisen k£ — A tai
useammasta varista, joita ei ole kiytetty solmusta v ldhtevien kaarien vari-
tyksessé, taytyy olla kiytetty solmusta u lahtevien kaarien véritykseen. Siten
solmuista v ja v ldhtevien kaarien viritykseen kiytettyjen vérien kokonais-
méard on vihintdin

2k —A)+pup—1<k-1

Koska 3A/2 < k < A + p, siitd seuraa, ettd p > A/2 ja siten
2k —A)+(A)2) =1 <2k —A)+p—1<k—1.
Siksi
2% —2A+AJ2—1=2k— (3A/2) —1 < k— 1,
josta saadaan k < 3A/2, miké on ristiriita. |3, ss. 254-255] O

Esimerkki 5.2.8. Paitellidn Kuvan 37 multiverkon G kromaattisen indek-
sin yldrajat Lauseiden 5.2.6 ja 5.2.7 avulla. Multiverkon G suurin kertaluku
w1(G) = 3 ja suurin aste A(G) = 6. Lauseen 5.2.6 mukaan x/'(G) <9 ja vas-
taavasti Shannonin lauseesta 5.2.7 saadaan x'(G) < (3-6)/2 = 9. Lauseesta
5.2.3 verkon alarajaksi saadaan x'(G) > 6. Kuvassa 37 on esitetty verkon
6-véritys, joten ' < 6. Niin ollen verkon kromaattinen indeksi x/(G) = 6.

[17, s. 248, tehtiivi 12.28 ]
G @

A

Kuva 37: Esimerkin 5.2.8 multiverkko G.

On olemassa tilanteita, joissa Shannonin lause 5.2.7 antaa paremman kro-
maattisen indeksin yldrajan kuin Lause 5.2.6. Jos verkon suurin aste A(G)
on pariton, niin %A(G) ei ole kokonaisluku. Siiné tapauksessa rajaa voidaan
vahvistaa ja ylirajaksi saadaan 3A(G) — 1. (3, s. 255] [17, s. 242]
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5.3 Luokan 1 ja luokan 2 verkot

Lauseesta 5.2.3 ja Vizingin lauseesta 5.2.4 seuraa, ettd jokaiselle epityhjélle
verkolle G joko X'(G) = A(G) tai X'(G) = 1 + A(G). Méiritelldén néita
kromaattisia indekseja vastaavat luokat.

Miairitelmi 5.3.1. Verkko G kuuluu luokkaan 1, jos X'(G) = A(G), ja
luokkaan 2, jos X'(G) = 1+ A(G). [3, s. 255]

Kaarivaritysten padongelmana on padtelld, kumpaan luokkaan annettu verk-
ko kuuluu. Kun tarkastellaan useita luokan 1 ja luokan 2 verkkoja, huoma-
taan, ettd suurella todennikoisyydelld verkko kuuluu luokkaan 1. [3, s. 256]

Tarkastellaan seuraavaksi tunnettuja verkkoja ja sit, kuuluvatko ne luok-
kaan 1 vai luokkaan 2. Tutkitaan tarkemmin sykleji. Koska sykli C,, (n > 3)
on 2-sddnnéllinen ja verkon suurin aste A(C,) = 2, kromaattinen indeksi
X'(Cn) = 2 tai x/(C,) = 3. Jos n on parillinen, niin kaaret voidaan vérit-
tdd vuorotellen viareilld 1 ja 2, jolloin muodostuu syklin €, 2-kaarivéritys.
Jos m on pariton, niin o/(C,) = (n — 1)/2. Koska syklissd C,, on n kaarta,
niin Lauseesta 5.2.2 seuraa, ettd x'(C,) > n/d/(C,) =2n/(n —1) > 2, joten
X'(Cy) = 3. Siten

2 jos n on parillinen
X(Cy) = { 5 ;
Jos n on pariton.

Koska A(C,,) = 2, sykli C}, kuuluu luokkaan 1, jos n on parillinen, ja luokkaan
2, jos n on pariton. |3, s. 256|

Taulukko 4: Tunnettujen verkkojen luokkia.

Verkko G X' (G) | A(G) | Luokka
polku P, 2 2 1
parillinen sykli C, 2 2 1
pariton sykli C), 3 2 2
kaksijakoinen verkko G A(G) | A(G) 1
puu T’ A(T) | A(T) 1
parillinen taydellinen verkko /(,, | n—1 | n—1 1
pariton tdydellinen verkko K, n n—1 2

Taulukkoon 4 on kerédtty erdiden tunnettujen verkkojen kromaattinen in-
deksi x'(G), suurin aste A(G) ja luokka [5, s. 398]. Huomataan, etti syklien
tapaan parilliset taydelliset verkot kuuluvat luokkaan 1 ja parittomat tay-
delliset verkot luokkaan 2. Itse asiassa kaikki sdadnndélliset verkot, joissa on
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pariton méérd solmuja, kuuluvat luokkaan 2 [14]. Kuvassa 38 on luokkaan 2
kuuluvia verkkoja: syklit C5 ja Cj, taydelliset verkot K5 ja K7, Petersenin
verkko sekd muita sddnnollisid verkkoja, joissa on pariton méira solmuja.

Kuva 38: Luokan 2 verkkoja.

Kuva 39: Kaksijakoisia luokan 1 verkkoja. |3, s. 257]

Taulukon 4 mukaan kaksijakoiset verkot kuuluvat luokkaan 1. Kuvan 39
kaikki nelja verkkoa ovat kaksijakoisia ja kuuluvat siten luokkaan 1. Unka-
rilainen matemaatikko Dénes Konig (1884-1944) osoitti, ettd kaksijakoisen
verkon kromaattinen indeksi x’(G) on aina verkon suurin aste A(G) ja néin
ollen kaksijakoinen verkko kuuluu luokkaan 1 [17, s. 243].

Lause 5.3.2 (Ko6nigin lause). Jos G on epdtyhji kaksijakoinen verkko, niin

Todistus. Todistetaan lause kiyttadmaélla induktiota verkon GG kaarien luku-
m#drdn m suhteen. Kun m = 1, kromaattinen indeksi x'(G) = 1 ja verkon
suurin aste A(G) = 1, joten lause on tosi. Oletetaan, ettd m > 1 ja ettd
lause on tosi kaikille kaksijakoisille verkoille, joissa kaaria on vihemmén kuin
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m. Olkoon G kaksijakoinen verkko, jossa on m kaarta ja olkoon A := A(G).
Poistetaan Kuvan 40 mukaisesti kaari e € E(G), missd e = zy. Valitaan
induktio-oletuksen mukaisesti verkolle G — e A-kaarivéritys. Lisdksi kutsu-
taan varilla o viritettyja kaaria a-kaariksi ja varilla g varitettyja g-kaariksi.

e y poistetaan e y
T

Kuva 40: Poistetaan kaari e verkosta G.

Verkon G — e solmuista x ja y lihtee korkeintaan A — 1 kaarta. Sen takia
on olemassa virit a, f € {1,..., A} siten, ettd solmusta = ei lahde a-kaarta
ja solmusta y ei lihde [-kaarta. Jos a = [, kaari e voidaan varittda talla
varilla ja todistus on valmis. Oletetaan siis, ettd o # [ ja ettd solmusta x
ldhtee (-kaari.

Muodostetaan solmusta x ja [-kaaresta lihtevd maksimaalinen polku P,
jonka kaaret on véritetty vuorotellen véreilla 5 ja o (Kuva 41). Polku P ei voi
sisaltdd solmua y, silld polku pédittyisi solmuun y ja a-kaareen (solmusta y ei
oletuksen mukaan ldhde -kaarta). Polku olisi till6in parillinen, joten verkon
G sykli P+ e olisi pariton. Lauseen 2.3.7 mukaan kaksijakoinen verkko ei voi
sisaltdd paritonta syklia.

Kuva 41: Maksimaalinen polku P.

Viritetadn uudelleen kaikki polun P kaaret vaihtamalla virit o ja (8 kes-
ken&dn. Verkon GG — e vierekkiiset kaaret ovat edelleen eriviriset ja vérit sol-
mun y ympdrilld pysyivit muuttumattomina. On siis l0ydetty verkon G — e
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A-kaarivaritys, jossa kummastakaan solmusta x tai y ei ldhde p-kaarta. Va-
rittdmalla kaari e vérilla § saadaan verkon G A-kaarivéritys ja lause on to-
distettu. [4, s. 103| [17, ss. 243-244] O

5.4 Kaariviritysten soveltaminen

Kaarivaritysten avulla mallinnettavat ja ratkaistavat ongelmat liittyvat usein
aikataulutukseen. Aikataulutusongelman ratkaisemista kaarivaritysten avulla
voidaan hyodyntidd monella elamén eri osa-alueella. Seuraavaksi tutustutaan
urheiluturnausten, koulun lukujérjestysten ja tuotantoprosessin aikataulu-
tukseen.

Urheiluturnausten aikataulutus

Téaydellisten verkkojen kaariviritystd voidaan kayttda urheilussa kaikki pe-
laa kaikkia vastaan -turnauksien aikataulutukseen. Tallaisissa turnauksissa
kaikki kilpailijat (tai joukkueet) pelaavat kaikkia muita kilpailijoita vastaan.
Tarkoituksena on ratkaista pienin mahdollinen pelattavien kierrosten maa-
rd, kun kukin kilpailija voi pelata vain yhden ottelun kullakin kierroksella.
Téassa sovelluksessa verkon solmut vastaavat turnauksen kilpailijoita, kaa-
ret vastaavat pelattavia otteluita ja virityksessa kaarien virien miara vastaa
kierrosten mairad, jossa ottelut voidaan pelata. Samaan vériluokkaan kuulu-
vat kaaret vastaavat siis samalla kierroksella pelattavia otteluita. Taydellisen
verkon K, kromaattinen indeksi x/'(G) on joko n — 1 tai n. Jos kilpailijoiden
maédrd n on parillinen, niin tarvitaan n — 1 kierrosta otteluiden pelaamiseen.
Vastaavasti jos kilpailijoita on pariton méara n, niin tarvitaan n kierrosta
otteluiden pelaamiseen.

Seuraavassa esimerkissa tarkastellaan tennispelaajien nelinpeliturnausta,
jossa kaikki pelaajista muodostetut parit pelaavat toisiaan vastaan. Verkko
muodostetaan edelld kuvatulla tavalla, mutta saatu verkko ei tissi tapauk-
sessa ole taydellinen verkko.

Esimerkki 5.4.1. Erdéna vuonna pelataan tenniksen hyvintekeviisyystur-
naus, jossa pelataan vain nelinpelejé. Viisi tennispelaajaa, joita merkitadn A,
B, C, D ja E, osallistuu turnaukseen. Jokainen tennispelaajien pari {WW, X'}
pelaa ottelun kaikkia muita pareja {Y, Z} vastaan ja {W, X} N{Y, Z} = 0,
mutta mikddn kahden hengen joukkue ei pelaa kahta pelii saman péivin
aikana. Kuinka monta paivaéd néin jirjestetty turnaus kestda?
Muodostetaan verkko GG, jonka solmut edustavat kaikkia mahdollisia muo-
dostettuja nelinpelipareja. Siten verkon G solmujen lukuméaérd on (5) = 10.

2
Kaksi solmua {W, X'} ja {Y, Z} ovat vierekkiiset, jos niilld joukoilla ei ole
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Kuva 42: Petersenin verkko ja sen 4-kaarivéritys.

yhteisid alkioita. Kuvassa 42 on esitetty verkko GG, joka on Petersenin verk-
ko. Turnauksen kesto saadaan ratkaisemalla verkon G kromaattinen indek-
si X'(G). Petersenin verkko kuuluu tunnetusti luokkaan 2, joten x'(G) =
1+A(G) = 4. Verkon 4-kaarivaritys on esitetty Kuvassa 42, joten turnaus kes-
tad vihintddn nelja piiviaa. Viarityksen kaarivariluokista saadaan erds mah-
dollinen aikataulu turnaukselle:

Piivi 1: AB— CE, AC — BD, AE — BC, AD — BE
Piiivi 22 AB — CD, AC — BE, AE — BD, BC — DE
Piivia 3: AB— DE, AD — BC, AE — CD, BD — CE
Piivi 4@ AC — DE, AD — CE, BE — CD [3, ss. 259-260]

Aikataulutus koulussa

Koulun lukujérjestyksen suunnittelu on tyypillinen verkon kaarivirityksen so-
velluskohde. Oletetaan, ettd koulussa on m opettajaa 11,715, ..., T,, ja n kou-
luluokkaa C4,Cs, ..., C,. Viikon aikana opettajan 7T; tulee opettaa luokkaa
C; pi; oppituntia. Muodostetaan kaksijakoinen verkko G, jonka jakojoukot
ovat T' = {T1,T5,..., T} ja C = {C1,Cy,...,Cy}. Solmuja T; ja C; yhdis-
tad p;; kaarta. Milld tahansa oppitunnilla kukin opettaja voi opettaa kerral-
laan korkeintaan yhta koululuokkaa ja kutakin luokkaa voi opettaa kerrallaan
korkeintaan yksi opettaja. Lukujérjestyksen pienin tarvittavien oppituntien
madrd saadaan ratkaisemalla muodostetun verkon G kromaattinen indeksi.
Koska verkko G on kaksijakoinen, Lauseesta 5.3.2 saadaan x'(G) = A(G).
Siten jos kukaan opettajista ei opeta enempaé kuin p oppituntia, ja jos mi-
kiadn koululuokista ei saa opetusta enempidd kuin p oppituntia, opetuksen
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jarjestamiseksi tarvitaan lukujarjestykseen p oppituntia. Seuraava supistettu
esimerkki havainnollistaa lukujirjestyksen suunnittelua kaarivirityksen avul-
la. [2, ss. 96-97]

Esimerkki 5.4.2. Koulussa on neljd opettajaa, jotka opettavat viitta eri
koululuokkaa. Taulukossa 5 on esitetty kunkin opettajan opettamat koulu-
luokat ja oppituntien maarit. Muodostetaan kaksijakoinen verkko G, jonka
toisen jakojoukon solmut ovat 17, 15, T3 ja Ty ja toisen C7, Cs, C3, C4 ja Cs.
Solmun T; ja solmun C; vililld on kaari, jos opettaja 7; opettaa luokkaa Cj.
Koska A(G) = 4, niin verkon G kromaattinen indeksi x'(G) = 4. Verkko G
ja sen 4-kaariviritys on esitetty Kuvassa 43. Opetuksen jirjestdmiseen tarvi-
taan siis lukujérjestyksessi neljd oppituntia. Erds mahdollinen lukujirjestys
on esitetty Taulukossa 6, jossa luvut 1, 2, 3 ja 4 vastaavat kunkin oppitunnin
ajanjaksoa. |2, ss. 98-99|

Taulukko 5: Opettajien opettamat koululuokat.

Ci, Cy C3 Cp Cs
T, 2 0 1 1 0
o 1 0 1 0
500 1 1 1 0
.o o o 1 1

Kuva 43: Muodostettu kaksijakoinen verkko G ja sen 4-véritys.

Lukujérjestysongelmaan on siis tdydellinen kaarivirityksen avulla saatava
ratkaisu. Tilanne ei kuitenkaan ole niin yksinkertainen, jos vapaana olevien
luokkahuoneiden méaéaria on rajoitettu. Oletetaan, ettd opetettavana on kai-
ken kaikkiaan [ oppituntia ja ne on aikataulutettu p oppituntia sisdltavain
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Taulukko 6: Kaarivirityksen avulla saatu aikataulu.

1 2 3 4
Ty | C | Cy | Cs | Cy
Ty | Cy | Co
T3 | Cy | Cy Cs
T, Cs | Cy

lukujérjestykseen. Koska kyseinen lukujérjestys vaatii keskiméérin [/p oppi-
tunnin opettamista samanaikaisesti, on selvii, ettd talloin tarvitaan vahin-
tadn {l/p} luokkahuonetta oppituntien pitdmiseen. Itseasiassa [ oppituntia
voidaan aina jéirjestdd p oppitunnin lukujirjestykseen siten, ettd tarvitaan
korkeintaan {//p} luokkahuonetta. N&in ollen Esimerkin 5.4.2 tapauksessa
lukujérjestys voidaan suunnitella siten, ettd 3 (> 11/4) luokkahuonetta riit-
tad oppituntien pitdmiseen. |2, s. 97|

Tuotantoprosessin aikataulutus

Tutustutaan tuotantoprosessin aikataulutusongelmaan, kun on annettu toi-
den joukko J = {J1, Jo, ..., J, }, koneiden joukko M = {M;, Ms, ..., M, } ja
toimintojen joukko O = {01, 0y, ..., O,}. Jokainen toiminto Oy € O kuuluu
tiettyyn tyohon J; € J ja téytyy suorittaa tietylld koneella M; € M tietys-
sd annetussa ajassa. Jokainen ty0 koostuu siis useasta toiminnosta. Tietyn
tyon eri toimintoja ei voida suorittaa samanaikaisesti ja lisiksi mikdin ko-
ne ei voi suorittaa kahta toimintoa samanaikaisesti. Oletetaan, ettd tyon eri
toiminnot voidaan suorittaa misséi tahansa jirjestyksessi. Tarkoituksena on
muodostaa aikataulu siten, etti kaikki toiminnot saadaan suoritettua tiydel-
lisesti. Jos kaikki toiminnot ovat samanpituisia, tiata aikataulutusongelmaa
voidaan mallintaa kaksijakoisen verkon kaariviritykselld. [16]

Olkoon verkko GG kaksijakoinen verkko, jonka toisen jakojoukon solmut
edustavat tuotantoprosessin t6ité ja toisen jakojoukon solmut edustavat ko-
neita. Muodostetut jakojoukot ovat siis {Jy, Jo, ..., J,} ja {My, Ma, ..., M, }.
Verkon G solmujen J; ja M; valilld on kaari, jos tyon J; toiminto suorite-
taan koneella M;. Verkon kaarivarityksen avulla ja ratkaisemalla verkon kro-
maattinen indeksi saadaan muodostettua aikataulu, jossa kiytetdin pienintéd
mahdollista ajanjaksojen méadriai. Koska kyseessd on kaksijakoinen verkko,
Lauseen 5.3.2 mukaan x'(G) = A(G). Virityksessid samaan kaariviriluok-
kaan kuuluvat toiminnot voidaan suorittaa samanaikaisesti. [16]
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