Fourier-menetelmat
osittaisdifferentiaaliyhtaloissa

Pro gradu -tutkielma
Ville Vestman
170140

[ta-Suomen yliopisto
23. lokakuuta 2013



Sisalto

(1__Johdantol

2 Alku- ja reuna-arvo-ongelmien ratkaiseminen|
[2.1  Perusmaaritelmia ja merkintojal . . . . . . . . ... ... ...
[2.2  Aaltoyhtalo varahtelevalle soittimen kielelle|. . . . . . . . . ..
[2.3  Alku- ja reuna-arvo-ongelmat|{ . . . . . .. .. ... ... ...
2.4  Muuttujien separointimenetelmal. . . . . .. .. ... ... ..
[2.5  Lammon johtuminen eristetyssa kappaleessa] . . . . . . . . ..

[3 Fourier’n sarjat|
[3.1  Fourter-sarjal. . . . . . .. ... oo
I;i.z :liil;{i!!lli{is ! l!llll;!i!z!l ........................
[3.3  Toispuoleiset raja-arvot ja derivaatat| . . . . . ... ... ...
[3.4  Paloittain jatkuvat funktiot| . . . . .. .. .. ... ... ...
[3.5  Dirichlet'n ydin| . . . . .. .. ..o oo
3.6 Fourter'n lausel . . . ... .. ... ... L

[3.7 Fourier-sarjan kerrointen ominaisuuksial. . . . . . .. ... ..

[4  Sini- ja kosinitermiset Fourier-sarjat|
[4.1 Parilliset ja parittomat funktiot| . . . . . . .. .. ... .. ..
[4.2  Sinitermiset Fourier-sarjat| . . . . . .. ..o
[4.3  Kosinitermiset Fourier-sarjat| . . . . . . .. .. ... ... ...
[4.4  Jatkoa lammonjohtumisesimerkkun| . . . . .. .. 0000 L

[ Fourier-integraalit|
[5.1  Fourier'n integraalikaaval . . . . . ... ... ... ... ..
[5.2  Fourier'n integraalilause| . . . . . ... ... ... ... ...
[0.3 Integrointijarjestyksen vaihto|. . . . . . . . ... ... ... ..
[>.4  Fourier'n mtegraalikaavan eksponentiaalinen muoto| . . . . . .

[6 Johtopaatokset|




1 Johdanto

Fourier-menetelmét syntyivit fysiikan ongelmien innoittamana. Oli vuosi
1804, kun Joseph Fourier alkoi tutkia lammon johtumista. Fourier keksi seu-
raavien kolmen vuoden aikana ldmmodn johtumista kuvaavat yhtdlot ja peri-
aatteet, kehitti menetelmét niiden yhtaldiden ratkaisemiseksi sekd tutki ja
ratkaisi useita kdytdnnon ongelmia kehittamillain menetelmilla. [1)
Fourier’'n esittdmaéssé ratkaisumallissa on oleellisena osana yhtaléiden
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kiyttdminen. Fourier viitti, ettd jokainen valilli (—m,7) mééritelty funk-
tio, jonka graafi rajaa aérellisen alueen (integroituva funktio), voidaan esit-
taa Fourier-sarjamuodossa . Tama vaite osoittautui vaaraksi viimeistaan
vuonna 1876, kun Paul du Bois-Reymond esitti esimerkin jatkuvasta funk-
tiosta, jonka Fourier-sarja on hajaantuva yhdessa pisteessi. Fourier'n viite ei
kuitenkaan mennyt taysin pieleen, silld vuonna 1966 Lennart Carleson osoit-
ti, ettd avaruuden Lo([—m, 7]) funktioiden Fourier-sarjat suppenevat melkein
kaikkialla. Tamé tulos pétee siis esimerkiksi jatkuville funktioille. [1]

Toinen aiheeseen laheisesti liittyva fysiikan osa-alue on vérdhtelyjen ja a4-
nen tutkiminen. Vardhtelevian séikeen liikettd kuvaavan aaltoyhtdlon kehitti
J. d’Alembert vuonna 1747. D’ Alembert onnistui my6s muodostamaan aalto-
yvhtélolle suljetussa muodossa esitettdvin ratkaisun. Téméan jilkeen vuonna
1755 Daniel Bernoulli esitti aaltoyhtélélle vaihtoehtoisen sarjamuotoisen rat-
kaisun, joka edellytti sdikeen alkusijaintia ja alkunopeutta kuvaavien funk-
tioiden esittdmista sarjan kaltaisessa muodossa. Bernoullin lisdksi ta-
né aikakautena Fourier-sarjaesityksien kanssa tekemisissa olivat myos Alexis
Clairaut, Joseph Lagrange ja Leonhard Euler. Fourier-sarjoja esiintyi siis jo
1700-luvun puolella, eli ennen Fourier'n tutkimuksia. [1] [2]

Vuonna 1811 Fourier lisasi alkuperidiseen tyohonsa joitain uusia tuloksia.
Naistd merkittdvimpind mainittakoon Fourier-integraalit. Fourier'n ensim-
maiset lAmmonjohtumista késittelevit teokset vuosilta 1807 ja 1811 jaivét
kuitenkin julkaisematta, silli ne eivit saaneet riittavdad hyviksyntaid. Fou-
rier'n teoriaa kritisoivat erityisesti Laplace ja Lagrange. MyShemmin Fou-
rier’n tulokset alkoivat saada yleistd hyviksyntdd, mika johti Fourier'n luo-



man teorian julkaisemiseen teoksessa The Analytical Theory of Heat vuonna
1822. [3]

Fourier’'n sarjat antoivat modernin analyysin kehitykselle hyvin syséyk-
sen eteenpéin. Fourier'n sarjojen tidsmaéllinen jatkotutkimus vaati nimittain
matemaattisen teorian kehittamista, silld Fourier’n aikana ei esimerkiksi ollut
olemassa nykyisen kaltaisia integraalien m&aritelmia ja lisdksi sen aikainen
késitys funktioista poikkesi hieman nykyisesté. [1]

Tamén tutkielman alkupuolella Luvussa [2| esitetdén esimerkit niin aalto-
kuin ldmpoyhtilon ratkaisemista ja ndhdéédn kuinka kiytettdva ratkaisume-
netelmé johtaa Fourier-sarjaesityksiin. Luvuissa |3 ja [4] perehdytdan Fourier-
sarjoihin ja saadaan vastauksia Luvussa[2]esiin nousseisiin kysymyksiin. Tut-
kielman lopuksi Luvussa [p| kisitelliin Fourier-integraaleja ja Fourier-muun-
nosta.

2 Alku- ja reuna-arvo-ongelmien ratkaiseminen

Tassé luvussa perehdytdan lyhyesti osittaisdifferentiaaliyhtél6ihin, alku- ja
reuna-arvo-ongelmiin sekd muuttujien separointimenetelméin ja superposi-
tioperiaatteen kiyttdmiseen kyseisten ongelmien ratkaisemiseksi. Kaytettavi
ratkaisumenetelméa nostaa esille matemaattisen ongelman, jonka seurauksena
paddytdan tutkimaan Fourier-sarjoja Luvussa

2.1 Perusmaaritelmii ja merkintoja

Yleinen osittaisdifferentiaaliyhtilé voidaan esittdd muodossa

2 2 m
F($1,I2,---,$n,u, ou ou 0*u  O*u 8u>:0’

Oxy Oz, 0x12 Oxixy T Ox,m

missd F' on tunnettu funktio, jonka arvo riippuu vahintdén yhdesté osittais-
derivaattatermisté, ja u on tuntematon funktio muuttujinaan xy,zs, ..., x,.
Funktion u osittaisderivaatoista tullaan usein kiyttdméain lyhyemmaén esitys-
tavan vuoksi alaindeksimerkint6ja

_ Ou 0%*u 9%u

Up, = — Up gy = — Upogy = ————— v ..
Y Oy Y 92’ X 0x,0xy

Osittaisdifferentiaaliyhtdlot voidaan esittdd myos kiyttadmalla operaatto-
reita. Operaattorilla tarkoitetaan kuvausta vektoriavaruudelta toiselle. Tassé
tutkielmassa ndma avaruudet ovat funktioavaruuksia, jolloin operaattorit ku-
vaavat funktion toiseksi funktioksi. Esimerkkiné osittaisdifferentiaaliyht&lon



esittiimisesti operaattorin avulla tarkastellaan yhtilod u,,? + u, — oy = 0.
Kun mééritellddn operaattori .# lausekkeella

M (1) = (Uge)® + uy,

voidaan kyseinen yhtalo esittdd muodossa . (u) = xy.
Operaattori .Z on lineaarinen, mikali yhtalot

Lu+v)=ZLuw)+ZLwv) ja  ZL(cu)=cL(u) (2.1)

patevit operaattorin . kaikilla méaérittelyjoukon alkioilla u ja v seka kaikilla
vakion c arvoilla.

Lause 2.1.1. (Superpositioperiaate) Olkoon £ lineaarinen operaattori ja
olkoot uy, ug, . .., u, funktioita siten, ettd £ (u;) = 0 kaikilla i = 1,2,...,n.

Tdlloin
.,% (Z ciui> = 0,

i=1
missd ¢; € R katkilla i =1,2,...,n.

Todistus. Kayttamalla toistuvasti operaattorin £ lineaarisuusominaisuutta
(2.1) padstddn haluttuun tulokseen

i=1 i=1
Superpositioperiaate on hyddyllinen apukeino differentiaaliyhtéloita rat-
kaistaessa. Sen avulla voidaan muodostaa yksittéisistd ratkaisuista yleisem-
pid ratkaisuja.
Edelld esitetty superpositioperiaate koskee vain darellistd madrad funk-
tioita, mutta jatkossa tarvitaan tulosta, jossa funktioita voi olla numeroitu-
vasti dareton maidra. Laajennetaan siis saatua tulosta:

Lause 2.1.2. Olkoon £ lineaarinen operaattori ja olkoot uy,us, us, ... funk-
tioita siten, ettd L (u;) = 0 kaikilla i € N. Oletetaan, ettd sarja

i CiU; (Ci € R)
i=1

suppenee pisteittdin kohti funktioita u ja ettd yhtdlo

ZL(u) = Z . (u;)

=1

on voimassa. Talloin

Z(u) = 0.



Todistus. Lauseen nojalla
Z(u) = Z; i (u;) = Jggoz_; i (u;) = 0. [

2.2 Aaltoyhtalo varahteleville soittimen kielelle

Osittaisdifferentiaaliyhtélot liittyvit usein johonkin fysikaaliseen ilmioon. Kir-
jallisuudessa eras tyypillisimmistd esimerkeistd téllaisesta ilmicsta on kieli-
soittimen kielen virdhtely. Jotta padstiisiin kisittelemdin asiaa matemaat-
tisesti, ajatellaan, ettd kieli sijaitsee xy-tasossa ja ettd kieli on alkutilassa
pingotettu kahden z-akselin pisteen vilille. Kun kieli poikkeutetaan tasapai-
noasemastaan ja paastetddn vapaaksi, kieli jad vardhtelemadn.

Kun tarkoituksena on muodostaa kielen poikkeamaa tasapainoasemas-
ta kohdassa = ajanhetkelld ¢ kuvaava funktio u(z,t), paddytaén tilannetta
riittavisti yksinkertaistavien oletusten jilkeen siihen, ettd halutun funktion
tulee toteuttaa yksiulotteinen aaltoyhtild

Uy = CPUyy. (2.2)

Jos lisdksi tiedetddn riittévisti alkutilanteesta, on funktio u(z, t) mahdollista
ratkaista.

Kéaydaan esimerkin vuoksi lapi, kuinka edelld olevaan aaltoyhtdloon paa-
dytdan. Johdetaan yht#lo samaan tapaan kuin on tehty kirjassa [4]. Kuten
mainittu, ensin on tehtidva joitain tilannetta yksinkertaistavia oletuksia:

1. Kieleen ei vaikuta ulkoisia voimia, kuten esimerkiksi painovoimaa.

2. Kieli on niin taipuisa, ettd taipumisesta aiheutuvaa taipumismomenttia
ei tarvitse huomioida. Ainoa kieleen vaikuttava voima muualla kuin
kiinnityspisteissa on siis kielen venymisesti johtuva jannitysvoima.

3. Kielessi ei tapahdu sivusuuntaista liikettd. Néin ollen jannitysvoiman
vaakakomponentti V' on vakio.

Tarkastellaan kielenpétkid, jonka projektio z-akselille on pisteiden (x,0)
ja (z 4+ Az,0) valilli (Kuva [1). Kielenpétkéin kohdistuvat ulkoiset voimat
ovat nyt patkdn reunoihin kohdistuvat vetdvit jannitysvoimat, joista riittaa
tarkastella vain pystykomponentteja P(z,t) ja P(x+ Az, t), koska vaakakom-
ponentit kumoavat vastakkaissuuntaisina toisensa.

Kielenpitkin vasemman reunan kulmakerroin ajanhetkelld ¢ on

P(z,t)
Yy = ug(z, 1),



P(x + Ax,t)

P(a,t) | .

1
1
1
1
1
I
T T+ Ax

Kuva 1: Tasapainoasemasta poikkeutetun soittimen kielen osa.

kun taas oikean reunan kulmakerroin on
P(x + Ax,t)
%4

Newtonin toisen lain mukaan kappaleeseen vaikuttava voima on yhtéa kuin
kappaleen massa kerrottuna kappaleen kiihtyvyydelld. Kiihtyvyys saadaan
derivoimalla paikkafunktiota kahdesti aikamuuttujan suhteen, joten kiihty-
vyys kielenpétkin vasemmassa reunassa hetkelld ¢ on uy(x,t). Néin ollen,
kun Az on pieni, saadaan approksimaatio

= u,(x + Az, t).

0 Az ug(x,t) =~ P(x,t) + P(x + Ax,t)
= Vu,(z + Az, t) — Vug(x,t),

missd 0 on kielen massa pituusyksikkod kohden tasapainoasemassa. Kun
Ax — 0, niin saatu approksimaatio tarkentuu kohti tarkkaa arvoa, joten

Vo (v Axyt) —u(x,t)  V
5 4, Az R

Merkitsemalld ¢ = /V/0 péddstdin muotoa (2.2)) olevaan yht&loon.

Utt(l', t) =

2.3 Alku- ja reuna-arvo-ongelmat

Tarkastellaan virdhtelevin kielen tapausta esimerkkiné alku- ja reuna-arvo-
ongelmasta. Ajatellaan, ettd kieli on pingotettu xz-akselille pisteiden 0 ja [



vilille ja ettd kielen alkusijainti ja alkunopeus tunnetaan. T&llin ongelma
voidaan esittdd muodossa

(utt—CQum:O, 0<zx<l, t >0,
u(z,0) = f(x), o<z <,
u(z,0) = g(z), 0<z<lI,

] O Ot = W
—_ D D D

N TN N N N

) =
u(0,t) =0, t>0,
L u(l?)

missd f kuvaa kielen alkusijaintia ja g alkunopeutta.

Yhtildiden ja kaltaisia, tilannetta tietylli ajanhetkelld kuvaa-
via ehtoja kutsutaan alkuehdoiksi. Osittaisdifferentiaaliyhtiloé, johon on lii-
tetty alkuehtoja, kutsutaan alkuarvo-ongelmaksi.

Yhtalot . ja ovat puolestaan esimerkkeji reunaehdoista, jotka
kuvaavat tilannetta tarkasteltavan alueen reunoilla. Téssd esimerkissd néi-
den yhtéldiden merkitys on kielen paikallaan pitdminen kielen pédtepisteissa.
Osittaisdifferentiaaliyhtédlod, johon on liitetty reunaehtoja, kutsutaan reuna-
arvo-ongelmaksi.

On vield huomioitava alku- ja reunaehtojen yhteensopivuus. Jotta namé
ehdot eivit olisi kesken#iéin ristiriidassa, on vaadittava, ettd f(0) = f(I) =
g(0) = g(I) = 0. Lisiiksi funktion f tulee olla jatkuva, koska soittimen kieli
on vhtendinen kappale. Funktion g epdjatkuvuus olisi puolestaan ristiriidassa
mekaniikan lakien kanssa, joten myos funktion g tulee olla jatkuva.

||
~
\.O

7 -

2.4 Muuttujien separointimenetelma

Etsitdin seuraavaksi ratkaisu Luvussa esitettyyn virdhtelevin kielen on-
gelmaan noudattaen kirjassa [5, s. 140| esitettyd menetelméi. Oletetaan en-
sin, ettd ratkaisu on muotoa

u(z,t) = X(x)T(t),

missd X ja T eivit ole nollafunktioita. Koska ratkaisun tulee toteuttaa yhtalo
(2.3), padstadn yhtdloon

X(2)T"(t) — X" (2)T(t) = 0.

Tahan yhtaloon voidaan tehdd muuttujien separointi jakamalla se esimerkiksi
termilld, ¢>X (x)T'(t) ja siirtamélld saadusta yhtalostd muuttujan x sisaltévi
termi toiselle puolelle. Ndin menettelemalld paastddan muotoon

X//(x) _ T//(t)
X(z)  AT(t)




missd muuttujat x ja t esiintyvat siis eri puolilla yhtdlod. Kun nyt kiinni-
tetdan muuttujan ¢ arvo, ndhdién, ettd yhtilon vasen puoli saa vakioarvon
riippumatta muuttujan = arvosta. Samoin jos kiinnitetdin muuttujan = ar-
vo, niin yhtélon oikea puoli saa vakioarvon riippumatta muuttujan t arvosta.
Niin ollen voidaan kirjoittaa

X//(x) _ T”(t>
X(z) _ &T(t)

missd A € R on vakio. Talld tavoin osittaisdifferentiaaliyhtdlo (2.3) on saatu
muutettua kahdeksi tavalliseksi differentiaaliyhtaloksi:

{ X" —2X =0, (2.8)
T" — \*T = 0. (2.9)

Funktioon X kohdistuu liséksi vaatimuksia, jotka ovat perdisin reunaehdois-
ta. Reunaehdon (2.6) nojalla X (0)T(t) = 0, josta voidaan paitelld, ettd
X (0) =0, silld T'(¢) # 0 jollakin ¢t > 0. Vastaavasti reunaehdosta seu-
raa, ettd X ([) = 0.

Yhtilot ja ovat vakiokertoimisia, lineaarisia ja homogeenisia
toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloité, joihin tyydytddn kidyttdméadn val-
miita ratkaisukaavoja. Perustelut naille kaavoille 10ytyvat useimmista lineaa-
risia differentiaaliyhtiloitd kisittelevistd perusteoksista.

Yhtilon ratkaisun muoto riippuu vakiosta A. Mikili A > 0, yleinen
ratkaisu on muotoa

X(x) = Ae™VA* 4 BeVAr,

missd A ja B ovat reaalisia vakioita. Yhtéloistd X (0) = 0 ja X (1) = 0 seuraa,
etta

A+ B =0, (2.10)

Ae=VN 4 BeYN =, (2.11)

miki on totta vain jos A = B = 0. On siis pdddytty triviaaliin ratkaisuun.
Jos taas A = 0, on yleinen ratkaisu muotoa

X(z) = Az + B.

Myds téssd tapauksessa ehdot X (0) = 0 ja X(I) = 0 johtavat siihen, ettd
A=B=0.

On viela tarkasteltava tapausta A < 0, joka osoittautuu hyodyllisimmaéksi,
silla ratkaisu on muista tapauksista poiketen epétriviaali. Tassa tapauksessa
ratkaisun muoto on

X(x) = Acos (\/—_)\x) + Bsin (\/—_)\x> :

7



Ehdosta X (0) = 0 seuraa, ettdi A = 0. Ehdon X (/) = 0 seurauksena
saadaan puolestaan yhtalo

Bsin (\/—_)\l> — 0.

Mikéli B # 0, pdddytddn epétriviaaliin ratkaisuun. Talloin sin(v/—Al) = 0,
joten
V=AN=nr, n==+1,+£2 43, ....

Yhtilo sin(v/—Al) = 0 on siis voimassa, jos A saa jonkin arvoista A, missi

2
An:—<"77r) C n=123,....

Niin ollen yhtélon (2.8) ratkaisuiksi reunaehdot huomioiden on saatu funk-
tiot

X, (z) = B, sin (\/—_)\nx)

:anin”lﬂ, (n=1,2,3,..)

misséd kertoimet B,, ovat vakioita.
Yhtaloon (2.9) littyy sama arvo A kuin yhtdloon (2.8)), joten yhtaloa
(2.9) on tarkasteltava arvoilla A = \,. Koska \,c* < 0 kaikilla n € N, niin

ratkaisut ovat muotoa

T.(t) = C,, cos ( —/\nCQt) + D,, sin ( —)\nc%)

t t
nme 4 D, sin m;c 7

= (), cos (n=1,2,3,...)

missé kertoimet C,, ja D,, ovat vakiota kaikilla n € N.
Merkitsemalld a,, = B,,C, ja b, = B, D,,, saadaan ratkaisut

+ b, sin sin—, (n €N)

t t
un(x,t) = Xn(l’)Tn(:U) _ <an oS nﬂl'c . nﬂl'c ) . n7lm;

jotka toteuttavat yhtalot (2.3), (2.6) ja (2.7).
Tahén asti ei ole vield ollenkaan tarkasteltu alkuehtoja (2.4)) ja (2.5). On

helposti nahtavissi, ettd mikdan ratkaisuista u, ei toteuta niitd alkuehtoja
elleiviit f(z) ja g(z) ole juuri sopivasti valittuja sinifunktioita. Jotta saatai-
siin muodostettua alkuehdot toteuttava ratkaisu, muodostetaan uusi yleisem-
pi ratkaisu kiyttdmallad apuna lausetta [2.1.2] Lauseen kdyttdminen on mah-

dollista, silld yhtalot (2.3)), (2.6) ja (2.7) ovat kukin esitettévissd sopivasti



mééritellyn lineaarisen operaattorin avulla muodossa .Z(u) = 0. Lauseen
kiyttamiseksi on myos oletettava, etti sarja

Z Up(, 1)

suppenee ja on kahdesti derivoituva muuttujien x ja t suhteen. Nama oletuk-
set on tehtava, silla tissa vaiheessa ei vield tunneta kertoimia a,, ja b,, mikd
tekee sarjan analysoimisen mahdottomaksi. Suppenemis- ja derivoitumisky-
symyksiin palataan myohemmin Luvussa |3.7]

Lauseen nojalla saadaan siis uusi yhtélot (2.3), ja toteut-
tava ratkaisu summaamalla aikaisemmin saadut ratkaisut yhteen. Ratkaisuksi
saadaan

u(z,t) = Z (2, 1)

n=1
> nmct . nmet\ . nmx

— Z (an cos - + by, sin ; ) sin T (2.12)
n=1

Alkuehdon (2.5)) kiisittelemiseksi on tarpeen derivoida sarja (2.12)) muut-
tujan ¢ suhteen. Derivoinnin tuloksena saadaan

= t t
uy(z,y) = Z ? (—an sin m;c + b,, cos n7;c ) sin mlm:

n=1

Alkuehtojen (2.4)) ja (2.5) nojalla

= nmx
0) = flz) = a, sin 2= 2.13
u(z,0) = f(x) ;a sin — (2.13)
: = nmc, . nAT
ja u(z,0) = g(z) = Z - b, sin -

n=1

Nyt on endi jaljelld selvittda voidaanko 16ytaa sopivat kertoimet a,, ja b,
siten, ettd saadut sinitermiset sarjat esittavit funktioita f ja g. Tédhan kysy-
mykseen 10ytyy vastaus Fourier-sarjojen teoriasta, jota kisitelldén luvuissa

jaldl

2.5 Lammon johtuminen eristetyssi kappaleessa

Otetaan tarkasteluun materiaaliltaan homogeeninen tanko, jonka pinta on
téysin eristetty. Sijoitetaan tanko x-akselille pisteiden 0 ja [ vilille ja olete-
taan, ettd tangon lampotila on vakio x-akselia vastaan kohtisuorassa olevissa



suunnissa. Néin ollen ldmmon johtuminen tangossa tapahtuu vain x-akselin
suunnassa lampimammasti kohdasta kylmempéén.

Ongelmana on ratkaista funktio u(z,t), joka kuvaa tangon limpotilaa
paikassa = ajanhetkelld ¢, kun tangon lampdtilajakauma on tiedossa alku-
hetkelld. Koska 1ammon johtuminen tapahtuu siis vain z-akselin suunnassa,
riittdd lammon johtumista kuvaamaan yksiulotteinen lampd6yhtalo

U = Klgy.

Tamén yhtalon johtamista ei tissd tutkielmassa tehdé, mutta sen voi 16ytad
esimerkiksi kirjasta [4, ss. 10-12|. Yht&lossi esiintyvd vakiokerroin k£ kuvaa
materiaalin lammonjohtavuutta.

Edelld kuvailtua tilannetta vastaa muotoa

Uy — kg, =0, 0<z<lI, t>0, (2.14)
u(z,0) = f(x), 0<x<l, (2.15)
uz (0, 1) = 0, t>0, (2.16)
ua(l,t) = 0, t>0 (2.17)

oleva alku- ja reuna-arvo-ongelma. Alkuehto (2.15)) méirad tangon lampoti-
lan alkuhetkelli. Reunaehdot ja puolestaan takaavat, ettd myos
tangon paddyt ovat eristetty. Tamé& on perusteltavissa Fourier’n lain avulla,
jonka mukaan lampd&vuo ¢ toteuttaa yhtalon

q = kug.

Lampd&vuo on suure, joka kuvaa ldmmon siirtymisen méairia tarkasteltavan
pinnan lapi (W/m?), joten eristetyissi kohdissa pétee u, = 0.
Kuten Luvussa [2.4] yritetdéan etsid ratkaisuja, jotka ovat muotoa

u(z,t) = X(x)T(t).
Yhtilon (2.14) nojalla
X(2)T'(t) — kX" (x)T(t) = 0.
Tekemilld tdhan yhtdl66n muuttujien separointi, voidaan kirjoittaa

X' T
X(z)  kT(@t) "

missd A on vakio. Téstd yhtiloketjusta saadaan muodostettua taas kaksi
tavallista differentiaaliyhtéloa:

{X” —AX =0,
T — \kT = 0.

10



Funktioon X liittyvd yhtdlo on sama kuin Luvussa2.4] mutta koska reunaeh-
dot ovat erilaiset kuin viimeksi, tulee ratkaisut etsid uudelleen. Tapaus A > 0
on kuitenkin hyvin samankaltainen kuin viimeksi ja sen ainut ratkaisu onkin
triviaalitapaus.

Tapauksessa A = 0 haetaan taas ratkaisua, joka on muotoa

X(z) = Az + B.

Reunachdosta ja on padteltavissi, ettd X'(0) = X'(1) = 0, josta
seuraa, ettd A = 0. Reunaehdot eivit rajoita millaén tavalla vakiota B, joten
funktion X ratkaisuina ovat tissi tapauksessa vakioarvot.

Jéljellda on vield tapaus A < 0, jolloin yleinen ratkaisu on muotoa

X (x) = Acos (\/—_)\x> + Bsin (\/—_)\x> :
Tamén derivaataksi saadaan
X'(x) = —AvV—=\sin (\/—_)\x> + BV =X\ cos (\/—_)\m> :

Ehdosta X’(0) = 0 seuraa, ettd B = 0. Mikili vaaditaan, ettd A # 0, niin
ehdon X'(l) = 0 seurauksena

sin (\/—_)\l> =0,

jolloin paadytdédn taas arvoihin

ja saadaan ratkaisut

Xn(x) = A, cos (\/ —)\nx> = A, cos #

Funktioon T liittyvé differentiaaliyhtdlé on puolestaan separoituva ja sen
ratkaisuksi saadaan

T(t) = Cexp(kAt), CeR.

Lukuja A = \,, n € N, vastaa ratkaisut

22
T, (t) = C, exp (—knlz t) :

11



joten merkitsemailla a,, = A, C,, saadaan ratkaisut

l2

jotka toteuttavat yhtalot (2.14), (2.16) ja (2.17). Néiden ratkaisujen lisaksi
on olemassa vield vakioratkaisu, joka muodostuu arvolla A = 0. Kéytetadn
téastd vakiosta merkintdd ag/2. Yhdistetddn sitten saadut ratkaisut Lauseen
avulla, jolloin saadaan yleisempi ratkaisu

2.2
= —+Zancos—exp( knl;r t).

Jotta tdma ratkaisu olisi paikkansapitdva, on oletettava, ettd saatu sarja sup-
penee ja on kerran derivoituva muuttujan ¢ suhteen ja kahdesti derivoituva

muuttujan = suhteen. Niiden oletusten paikkansapitdvyyttd tarkastellaan
Luvussa 3.7

Alkuehdon (2.15)) nojalla

2,2
up(z,t) = X, ()T, (x) = ay, cos #exp (—k‘n i t) :

u(z,0) = f(z) = % + Zan cos ? (2.18)
n=1

Niin paddyttiin samankaltaiseen ongelmaan kuin Luvussa On selvitet-
tava voidaanko funktio f esittdd edelld olevassa sarjamuodossa.

3 Fourier’n sarjat

Edellisessi luvussa ilmenneiti sarjaesitysmuotoja ja kutsutaan
sini- ja kosinitermisiksi Fourier-sarjoiksi. Ennen néihin sarjoihin paneutumis-
ta tutkitaan Fourier-sarjaa, jossa on seké sini- ettd kosinitermeja.

Luvun alussa méaéritetddn Fourier-sarjalle sopivat kertoimet. Tamaén jal-
keen keskitytddn tutkimaan Fourier-sarjan pisteittiista suppenemista. Luvun
lopuksi palataan kisittelemééin Luvussa [2]ilmenneité sarjojen suppenemis- ja
derivoituvuuskysymyksié.

3.1 Fourier-sarja

Tavoitteena on esittaa vililld (—[, 1) méaritelty funktio f muodossa

+

M~

flz) =1

0 nm nmx >
2

(ancos l + by, smT (3.1)

n=1

Aloitetaan esittamaélla lemma, jota tarvitaan kerrointen a, ja b, méarit-
tamiseksi.
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Lemma 3.1.1. Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja ja olkoon [ > 0
reaaliluku. Tdlloin

l -
/ sin 70 gin T gy = 0, ‘]_OS m#n, (3.2)
_ l l I, josm=n,
I :
/ cos 7 cos T 4y = 0 ‘]_OS m#n, (3.3)
_ l l I, josm=n,
I
/ cos o gin T g = 0, (3.4)
LT z
I
/ sin "lﬂ da =0, (3.5)
-1
I
/ cos nlﬂ dz =0. (3.6)
-1

Todistus. Kaytetddn apuna trigonometrista kaavaa

) . 1 1
sinz siny = g cos(x —y) — 3 cos(x + )

tuloksen ({3.2) todistamiseksi, jolloin saadaan

l I .

1 - 1

/ sin # sin mzrx dv = 5/ €08 (n ;n)ﬂ-x do = 5 / o8 (n i m)ﬂ-_fﬂ dx.
—1 _ B

Jos n = m, niin yhtalén oikea puoli sievenee muotoon

1 /[ 1 /[ 2mmrx 1 1 ommz |
- 1dx — = de=1——= i
2/—1 T 2/_1COS ; x 22m7T5m ;

=1.

Jos taas n # m, niin yhtdlon oikean puolen madrdtyt integraalit havidvit
samaan tapaan kuin tapauksen n = m jilkimmé&inen maératty integraali.
Kohdan (3.3)) todistamisessa kiytetddn puolestaan apuna kaavaa

1 1
COST COSY = 3 cos(z +y) + 5 cos(x — y),

jolloin saadaan

l ! !
1 1 —
/Coswcosmmdx:_/ Cosmdx+_/ o (B m)TT

. l l 2 ), ! 2 ), l
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Téstd on helposti néhtévissé, ettd lopputulos on sama kuin kohdan (3.2)
todistuksessa.
Seuraavassa kohdassa kiytetdan kaavaa

: L. 1,
cosz siny = o sin(z +vy) — §s1n(9: — ),

jonka nojalla saadaan
! ! !
1 1 _
/ coswsinmwx dr = —/ sinmdx — —/ sinmdx.
_ l l 2 ) [ 2/ [
Tamén yhtédlon oikean puolen molemmat integraalit ovat muotoa

!
/ sin kﬂ'_x dz,
_ l

misséd k € Z. Jos k = 0, niin
! !
/ sink%xdx:/ sinO0dx = 0.
— —

l

Jos taas k # 0, niin

!

k [ k

/ sinﬂdx = —cosﬂ =0,
—1 l km l 1

silla cos x = cos(—x) kaikilla « € R. Néin ollen yht#lo (3.4]) pitdd paikkansa.

Kohdat (3.5) ja (3.6) on helppo todistaa suoralla integroinnilla, joten

niiden késitteleminen ohitetaan. O]

Huomautus 3.1.2. Lemman todistuksessa kiytetyt trigonometriset kaa-
vat voidaan johtaa kdyttdmalla sinin ja kosinin summakaavoja

sin(z £ y) = sinx cosy £ coszsiny
ja
cos(r £ y) = cosx cosy F sinzsiny. (3.7)

Kukin kaava saadaan laskemalla kaksi sopivasti valittua summakaavaa puo-
littain yhteen. Summakaavat saadaan puolestaan Eulerin kaavan avulla kir-
joittamalla

cos(x £ y) + isin(x £ y) = @Y
— eixeiiy
= (cosz +isinz)(cosy +isiny)
= cosz cosy Fsinxsiny + i(sinx cosy & cos x sin y)

ja asettamalla alku- ja lopputilanteen reaali- ja imaginaariosat yhtdsuuriksi.
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Nyt voidaan ryhty# etsiméén sopivia kertoimia yht&loon (3.1]). Lahdetéén
liikkeelle oletuksesta, ettd funktio f voidaan esittii muodossa ja ole-
tetaan lisdksi, ettd f on integroituva Integroidaan yhtalo (3.1) puolittain ja
kilytetddn kaavoja (3.9) ja (3.6), jolloin saadaan

/f dx—/ B —l—/ Z ancosT+b n?) dx
l
:la0+nz:;<an/_lcosnlﬂdx+bn/ sinnlﬂdx>

-l

:lao,

joten

—%/llf(x)dx

Edelld tehdyn direttoméin sarjan termeittiin integroinnin oikeellisuutta
ei tarkasteta, silld sopivien kerroinehdokkaiden 16ydyttyé riittda tarkastella
mielenkiinnon kohteena olevaa ongelmaa, eli siti, ettd suppeneeko sarja (3.1))
saaduilla kerrointen arvoilla kohti funktiota f.

Kerrotaan seuraavaksi yhtélon (3.1) molemmat puolet termilld cos(mma /1),

m € N, ja integroidaan saatu yhtilo puolittain. Kun kiytetddn lisdksi apuna
Lemmaa saadaan

!
/ f(z) cos m;rx dz
-1
!
= % cos m7ra: / Z a,, COS T + b, sin mlm) cos m;rx dz
—1

/ Z (an COS —i— b,, sin mlm;) CoS m;rx dx

nmwxT mmx ! . nmwx mnx
( / a,, COS e cos l dz + / b,, sin e cos ; dx)
—1 —l

n=1

=la,,

joten

1
= 7/ f(z) cos m;rx dz.
-l

Kertoimet b, saadaan mairitettyd samaan tapaan. Erona on vain se, et-
ta tilld kertaa on ldhdettdavi liikkeelle kertomalla yhtélon (3.1) molemmat
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puolet termilld sin(mmzx/l). On helppo néhdi, ettéd vastaavalla menettelylla
kuin edelld paddytidan kerrointen arvoihin

1 [
:7/ f(x)sinm;mdx
-1

Maaritelma 3.1.3. Sarjaa

+ i <an cos L 4 by, sin nlﬂ> (3.8)

kutsutaan funktion f Fourier-sarjaksi valilla (—[, 1), mikéli kertoimet a, ja
b, ovat yhtéloiden

1 l
:7/ f(x)COSﬁdx, n=0,1,2,...
—

ja
/f Sm@dx n=123,...

mukaiset.

Fourier-sarjan vakiotermin esittdminen muodossa ay/2 mahdollistaa ker-
toimen ag méadrittelemisen samalla kaavalla kuin millad kertoimet a,,,n € N
on maaritelty.

Ennen kuin siirrytddn tutkimaan Fourier-sarjan suppenemista, on esitet-
tava joitain tarvittavia madritelmid ja niihin liittyvia tuloksia.

3.2 Jaksolliset funktiot

Maaritelma 3.2.1. Olkoon f: R — R funktio ja olkoon p > 0. Jos kaikilla
r € R pitee

f(z+p) = [f(z),

niin funktion f sanotaan olevan jaksollinen funktio ja lukua p sanotaan funk-
tion f jaksoksi. Funktiota, joka on jaksollinen jaksonaan p, voidaan kutsua
lyhyemmin p-jaksolliseksi funktioksi.
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Jaksollisuus liittyy vahvasti Fourier-sarjoihin, silld esimerkiksi

- 21 21
Z (an cos M + b,, sin %)
1

n

M

(an cos [? + Q’flﬂ'} + b, sin [nlﬂ + QnWD
1

n

M)

nwx . nww
a, cos — + b, sin — | ,

l [

n=1

joten 2] on Madritelmén Fourier-sarjan jakso.
Jatkossa tullaan tarvitsemaan seuraavaa jaksollisten funktioiden integraa-
leihin liittyvaa tulosta:

Lause 3.2.2. Olkoon p integroituvan funktion f: R — R jakso. Tdlloin in-

tegraalin
a+p
|t

arvo et ripu luvusta a € R.

Todistus. Olkoot a,b € R siten, ettd b > a. Olkoon liséksi s = b — a — np,
missid n € NU{0} on valittu siten, ettd 0 < s < p. Funktion f jaksollisuuden
nojalla f(z) = f(x +np) = f(x + (n + 1)p), joten

a+p a+s a+p
[ rwa= [ @ [ @y
a a a+s
a-+p

:/aa+sf(a:+(n+1)p)dac+/ f(z +mnp)de

a-+s

a+s+(n+1)p a+(n+1)p
:/ f(:z:)da:—l—/ f(z)dx

a+(n+1)p a+s+np

- /b ") de /b T ) de

+p—s
b+p

= f(z)dz. O
b

3.3 Toispuoleiset raja-arvot ja derivaatat

Toispuoleisten raja-arvojen ja derivaattojen merkintdtavoissa on otettu vai-
kutteita kirjasta [4].
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Maaritelma 3.3.1. Funktiolla f: R — R on vasemmanpuoleinen raja-arvo
a pisteessd o, mikéli jokaista € > 0 kohti on olemassa 6 > 0 siten, ettéd
kaikilla x < x( péitee

|f(z) —a|] <&, kun zg — z < 4.
Jos kyseinen raja-arvo on olemassa, siitd kdytetadn merkintoja
f(ifo—) = hmf(JT()-i-h) =a.
h—0
h<0

Funktiolla f on vastaavasti oitkeanpuoleinen raja-arvo a pisteessi xg, mi-
kili jokaista € > 0 kohti on olemassa 6 > 0 siten, ettd kaikilla x > xy patee

|f(x) —al <e, kun x — g < 0.
Tasté raja-arvosta kiytetddn puolestaan merkintoja
f(xo+) = lim f(xg + h) = a.
h—0
h>0

Maaritelma 3.3.2. Olkoon f funktio, jolla on olemassa vasemmanpuoleinen
raja-arvo f(xo—). Olkoon liséksi funktio g médritelty lausekkeella

F@) =z =)

r — X9

g(r) =

Mikéli funktiolla g on vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessi xg, niin ky-
seistd raja-arvoa kutsutaan funktion f vasemmanpuoleiseksi derivaataksi pis-
teessd xg ja tistd derivaatasta kiytetddn merkintad f’ (x). Télle derivaatalle
patee

f(z) = g(zo—) = }1};;((1))9(3;0 +h) = }I;Lié?)) flzo+ h)h— f(xo —)'

Olkoon sitten f funktio, jolla on olemassa oikeanpuoleinen raja-arvo f(zq+)

ja olkoon
f(@) = f(zo+)

g(x) = PR

Mikili funktiolla g on oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessi xg, niin kyseistd
raja-arvoa kutsutaan funktion f oikeanpuoleiseksi deriwaataksi pisteessé xg
ja téstd derivaatasta kiytetddn puolestaan merkintdd f (xo). Siispd

fi(@o) = g(wo+) = }llii%g(:co +h) = lim flo + h)h_ [ (g +).

h>0 h>0
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3.4 Paloittain jatkuvat funktiot

Tahidn mennessi ei ole vield juurikaan kiinnitetty huomiota siithen, millaisille
funktioille Fourier-sarjaesitys voidaan muodostaa. Ainut vaatimus, joka on jo
ilmennyt, on funktion integroituvuus. Koska integroituva funktio voi sisaltaa
epdjatkuuskohtia, ei ole syytd vaatia funktiolta jatkuvuutta. Tastd syysti
asetetaan seuraava méadritelma:

Maaritelma 3.4.1. Olkoon f reaalifunktio, joka on jatkuva avoimella vélilla
(a,b) lukuun ottamatta mahdollista dérellistd madaraa pisteita xq, xo, ..., Ty,
joissa f ei ole jatkuva. Mikali toispuoleiset raja-arvot

f(a +)7 f(ml _)7 f(xh +>7 R f(xn _)7 f(mrm +)7 f(b7 _>
ovat olemassa, sanotaan funktion f olevan paloittain jatkuva valilla (a,b).

Maéaritelméastd on ndhtivissé, ettd kahden paloittain jatkuvan funktion
tulo on paloittain jatkuva, silld epdjatkuvuuspisteiden madra sailyy darelli-

sené. Oletetaan sitten, ettd madritelmén pisteet xq, . .., x, ovat nimetty siten,
ettd a < 11 < 19 < ... <z, <b. Talloin funktio f on jatkuva jokaisella vi-
Il (a,x1), (1,22),..., (x,,b), joten paloittain jatkuvan funktion integraali

vli vélin (a,b) voidaan laskea seuraavasti:

/abf(x)dx_/axl f(:c)dx+/:f(x)dx+...+/xif(x)dx. (3.9)

Luvussa kasiteltdva Fourier'n lause antaa vastauksen siithen, milloin
Fourier-sarja suppenee pisteittiin kohti funktiota, josta sarja on muodostet-
tu. Fourier’n lauseen todistus ja todistukseen tarvittavat aputulokset tullaan
antamaan kutakuinkin kirjan [4] esittdmalld tavalla. Aloitetaan todistukseen
johtavien tulosten kisittely seuraavalla lemmalla:

Lemma 3.4.2. Olkoon f paloittain jatkuva funktio valilla (c,d). Talldin

d
lim [ f(x)sin(re)dz =0.

r—00 c

Todistus. Myo6s sinifunktio on paloittain jatkuva vélilla (¢, d), joten integran-
di on paloittain jatkuva. Koska paloittain jatkuvan funktion integraali voi-
daan esittdd kaavalla (3.9)), riittdd osoittaa , etté

b
lim [ f(z)sin(rz)dz =0, (3.10)

r—00 a

missé (a,b) on avoin véli, jossa f on jatkuva.
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Tiedetddn, ettd darelliselld ja suljetulla vélilla jatkuva funktio on myos ta-
saisesti jatkuva kyseiselld vililla [6, s. 3]. Nyt on tosin tarkasteltavana avoin
vili (a, b), jolle pitee tésséd tapauksessa sama tulos seuraavan perustelun no-
jalla: Funktion f paloittaisesta jatkuvuudesta seuraa, etta toispuoleiset raja-
arvot f(a+) ja f(b—) ovat olemassa. Néin ollen voidaan mééaritelld funktio
g siten, etta

fla+), kunz=a,
g(x) =< f(2), kun a < x < b,
f(b—=), kunz=0.

Funktio g on jatkuva suljetulla vililla [a, b], josta seuraa tasainen jatkuvuus
talla valilla ja myos kaikilla tdmén vilin osavileilld, kuten avoimella valilla
(a,b). Koska f(z) = g(x) vililld (a,b), on my6s f tasaisesti jatkuva talla
valilla.

Olkoon nyt g9 > 0 ja olkoon

€0

= oo

Funktion f tasaisesta jatkuvuudesta seuraa, ettd on olemassa 6 > 0 siten,
ettd kaikilla z,y € (a,b), joille on voimassa |z — y| < J, pétee epayhtild

€0

|f($)—f(y)|<5:m'

(3.11)

Jotta todistuksen myShemmaéssd vaiheessa péddstiisiin kiyttdmadn saa-
tua epayhtélod, jaetaan vili (a,b) pienempiin tasapituisiin osavéleihin, joita
on N kappaletta, ja vaaditaan, ettd N on niin suuri, ettd kunkin osavilin
pituus (b — a)/N on pienempi kuin J. Kéytetddn vilien jakopisteistd mer-
kintoja a = g, x1,x9,...,xny = b, missd rg < 1 < T2 < ... < zy. Nyt
jakamalla tarkastelun kohteena oleva integraali usean integraalin summaksi
ja lisddmaélla sopivia vastakkaismerkkisié termeja, padadytadn arvioon

x)sin(rz) dz| = x) sin(rz) dz

=z

Z/ f(zp)]sin(re) de + Zf Tp) /In sin(rx) dz

/n sin(rz) dz| .
(3.12)

N
§Z/ xn)Hsm(rx]dx—i-Zlan
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Kayttamalla epdyhtiloa (3.11) ja huomioimalla, ettd |sin(rx)| < 1, saa-
daan

Tn

kaikilla n = 1,2,..., N. Kohdistetaan sitten huomio epéyhtélon (3.12) jal-
kimmaiseen summalausekkeeseen. Sen integraaliosalle saadaan arvio

| cos(rxy,)| + | cos(rz,—1)|

Tn
/ sin(rz) dz| <
Tn—1

kaikillan =1,2,..., N, kun r > 0.

Tiedetddn, etta darelliselld suljetulla valilla jatkuva funktio on kyseiselld
vililld myoskin rajoitettu. Tatd voidaan soveltaa myos avoimelle vélille, silld
toispuoleisten raja-arvojen f(a+) ja f(b—) olemassaolosta seuraa samaan
tapaan kuin tasaisen jatkuvuuden tapauksessa, ettd funktio f on rajoitettu
avoimella vlilld (a, ). On siis olemassa M > 0 siten, ettd | f(x)| < M kaikilla

€ (a,b).
Epéyhtilosti seuraa nyt, etti

<

N )

r

9 OMN
<N—+NM—:€—O+ <040

)d
) sin(rz) dz IN 2 r 2 "9

kun r > 4M N/eq. Néin ollen raja-arvo (3.10) on osoitettu todeksi. m

3.5 Dirichlet’n ydin

Fourier’n lauseen todistus tulee perustumaan merkittavilti osin seuraavaksi
méariteltdvin Dirichlet’'n ytimen ominaisuuksiin.

Maaritelma 3.5.1. Olkoon m luonnollinen luku. Funktiota D,,: R — R,
)= 243 cos(m 3.13)
u) = = cos(nu .
2 n=1 ,

kutsutaan Dirichlet’n ytimeksi.

Lemma 3.5.2. Olkoon m luonnollinen luku. Tdlloin

/07r Dy, (u) du = g, (3.14)

sin[(m + 1)u]

D (u) = 2sin(u/2) ’

w0, +2m, +47, . ... (3.15)
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Todistus. Tulos saadaan helposti integroimalla yhtaloa (3.13) puolit-
tain. Kosinitermit muuttuvat integroinnissa sinitermeiksi, jotka havidvat kun
u saa arvot 0 tai 7. Ndin ollen jéljelle jad vain vakiotermin integraali, joka
saa arvon /2.

Toisen kohdan todistamiseen tarvitaan kompleksianalyysin kaavoja

. ) 1 . .
: iz iz _ (i —iz
smz—%(e e ), oS 2 2(6 + e %)
ja
2(1=2")
2" z#1
Z —— (£,

joista viimeinen saadaan seuraavastl.

4+ 22+ 2=zt 2™
z+ 224 2™

& 2=
14+2+...+2zm1
l+z4+.. . +2z2m 2 —m 1—z2m
<:> ]__Z: frnd
14+2z4+...4+2m1 1+2z4...4+2m 1

1_ m

& z+z2+...+zm:¥, z # 1.
—z

Néiden kaavojen avulla saadaan

m m m
2 E cos(nu) = E e 4 E e
n=1 n=1 n=1

_ Z(ezu>n + (e—iu>n
n=1 n=1
B ezu(l _ 6imu) —zu( e—imu)
1 — e N 1 —e i
B _ezu(l _ zmu) —iu/2 e—iu(l _ 6—imu) eiu/2
- elv — 1 e—iu/2 1 — g iu eiu/2

etw/2 e”(””%)“ o—it/2 _ e*i(er%)u
6iu/2 _ e—iu/2 + eiu/g — e‘iu/Q
iy gy G i)
6iu/2 _ 6*2'11/2
ei(m*%>“ — e*i(“”%)“ 1/2i
eiu/2 _ g—iu/2 1/2i
sin[(m + %)u]

=1+
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kun u # 0, £27, &4, .. .. Niin ollen

sin[(m + %)u]

2sin(u/2) -

1 m
Dyn(u) = 5 + ; cos(nu) =
Kosinifunktion ominaisuuksista seuraa liséksi, ettd Dirichlet'n ydin on
27m-jaksollinen ja ettd D,,(u) = Dy, (—u).
Lemma 3.5.3. Olkoon f paloittain jatkuva funktio valilld (0, ). Mikdli oi-

keanpuoleinen derivaatta f' (0) on olemassa, niin

lim [ f(u) Dy () du gf(o +).

m—r0o0 0

Todistus. Todistuksen niksiné on se, etti kaikilla m € N voidaan kirjoittaa

/7T f(w)Dp(u) du = Iy, + Ty,
0

missé

I, :/ [f(u) — f(O+)]Dp(u)du ja J, = f(0+)/ D, (u) du.
0 0
Talléin yhtalon (3.14) nojalla

lim J,, = gf(o +),

m—0o0

joten lemman todistamiseksi riittda osoittaa, etta

lim I, =0.

m—00
Kéyttamélld Dirichlet’n ytimen esitysmuotoa (3.15)) voidaan kirjoittaa
" f(w) = f0+) 1
I, = . sin|(m + 3 )u| du,
/0 2sin(u/2) ( 3)ul
joten Lemman nojalla riittdd enédd osoittaa, ettd funktio

f(u) = f(0+)

g(w) = 2sin(u/2)

on paloittain jatkuva vililla (0, 7). Koska g on mééritelty osamairana, jos-
sa sekd osoittaja ettd nimittdjd ovat paloittain jatkuvia funktioita valilld
(0,7), riittdd ainoastaan tarkastella funktion ¢ kiyttdytymistd nimittdjan
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nollakohdassa u = 0. Jotta g olisi paloittain jatkuva, tdytyy oikeanpuoleisen
raja-arvon g(0-+) olla olemassa. Kyseiseksi raja-arvoksi saadaan

lim g(0 4+ A) = lim fO+h) —F(0+) !

h—0 h—0 1 2 Sin(h/Q)
h>0 h>0
::lhn,f(o_%}w __f(o_%)lhn,. h/2
h—0 h h—0 sin(h/2)
h>0 h>0
= [1(0),

silld funktion z/sinx raja-arvo pisteessd x = 0 on tunnetusti 1. Derivaatan
J4.(0) olemassaolo takaa siis funktion g paloittaisen jatkuvuuden valilld (0, )
ja ndin ollen lemma on todistettu. O

3.6 Fourier’n lause

Téssé aliluvussa todistetaan ensiksi pisteittdinen suppeneminen Fourier-sar-
jalle valilld (—m, 7), jonka jélkeen laajennetaan tulos koskemaan my6s muita
tyypin (—1,1) véleja.

Lause 3.6.1. (Fourier’n lause) Olkoon f: R — R funktio, joka on 27-
jaksollinen sekd paloittain jatkuva vélilla (—m, ). Télldin funktion f Fourier-
sarja valilld (—m,m) suppenee kohti arvoa

Sl ) + fa )

niissd pisteissi x € R, joissa toispuoleiset derivaatat f' (x) ja f'(x) ovat
olemassa.

Todistus. Olkoon = € R piste, jossa toispuoleiset derivaatat f! (z) ja f’(x)
ovat olemassa. Ensiksi huomataan, ettd Fourier-sarja vililld (—m, 7) on esi-
tysmuodoltaan hieman yksinkertaisempi kuin muilla valeilld. Se on nimittéin
kirjoitettavissa muodossa

1 > )
0 + Z[an cos(nzx) + b, sin(nz)],

n=1

0 =+ / " f(s)costns)ds  ja by =+ / " £(s)sin(ns) ds.

—T —Tr
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Taméi voidaan yhdistdd yhdeksi lausekkeeksi, jolloin saadaan esitys
! /Tr f(s)ds+ ! i/ﬂ f(s)[cos(ns) cos(nx) + sin(ns) sin(nx)] ds
— s)ds + — ,
2 ), T ) x

joka sievenee kosinin summakaavaa (3.7)) kdyttadméalld muotoon

3 | feds e > [ ) coslts = )] ds.

Olkoon sitten S,,(x) tdmén sarjan m + 1 ensimmaéisen termin osasumma.
Taméi osasumma voidaan kirjoittaa kdayttamalla Dirichlet’n ydintd muodossa

Sm(x) = % /_7r f(s)ds —1—%2/; f(s)cos[n(s —z)]ds

= o [sras+ 2 [ ijw —)ds
= %/_: f(8)Dp(s — x)ds,

kun m > 1. Koska sekd funktion f ettd Dirichlet’n ytimen jaksona on 2,
niin 27 on myds viimeisimmén integrandin jakso. Néin ollen Lauseen [3.2.2]
nojalla voidaan kirjoittaa

Sm(z) = 1 /w 7Tf(s)Dm(s —x)ds.

-7
Jaetaan sitten integraali kahteen osaan:

() = 2{Ln(x) + (2], (3.16)

T

missa
x T+
In(x) = / f(s)Dpm(s —x)ds ja Jn(z)= / f(s)Dp(s —x)ds.
Tekemilld nyt muuttujanvaihto v = = — s, saadaan
0

In(x) = —/ f(z —u) Dy (—u) du

:/ f(x —u)Dy,(u) du.

0
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Olkoon sitten F(u) = f(x — u), jolloin

, . F(O+h)—F(0+) . flx—=h)—f(x—)
o f(l‘—i—h)—f(l‘—) /

Funktion f jaksollisuudesta seuraa, ettd f on paloittain jatkuva jokaisella
adrelliselld vililld, joten sama patee myos funktiolle F. Niin ollen voidaan
kiayttaa Lemmaa [3.5.3] jonka nojalla

lim In(z) = ~F(0+) = = f(z —). (3.17)

Tekemalla sitten muuttujanvaihto v = s — x integraaliin .J,, padstdan
esitykseen

I (z) = / f(x 4+ u)D,y,(u) du.
0
Mééritelldian F talld kertaa yhtalolla F(u) = f(z + w), jolloin F(0+) =
flxz+) ja FL(0) = fi (x). Kéyttdmalld taas Lemmaa saadaan

lim Jo(2) = ~F(0+) = gf(a: +). (3.18)

m—00 2

Kohtien (3.16]), (3.17) ja (3.18) nojalla padstddn haluttuun tulokseen

lim Sp(x) = =[f(x+) + f(z—)]. m

m—»00 2

Fourier'n lauseessa esiintyvé termi 3[f(z +) + f(z —)] on funktion f tois-
puoleisten raja-arvojen keskiarvo pisteessi x, ja mikéli f on jatkuva pisteessi
x, on yhtilo

F(a) = Gl 4) + fo )

voimassa.

Vaikka Fourier'n lauseen oletuksissa vaaditaan funktion f olevan jaksol-
linen, niin lauseen tulos pétee silti pisteissi —m < x < « vaikka f ei olisi
jaksollinen. Tamé& on seurausta siita, ettd Fourier-sarjan kerrointen maéarit-
tamiseen kdytetddn vain valid (—m, ).

Seuraus 3.6.2. Olkoon f: R — R funktio, joka on 2l-jaksollinen sekd pa-
loittain jatkuva valilli (—1,1). Tdlldin funktion f Fourier-sarja vélilla (—1,1)
suppenee kohti arvoa

S )+ flz )

niissd pisteissi x € R, joissa toispuoleiset derivaatat f' () ja f'(x) ovat
olemassa.
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Todistus. Olkoot
s = 7rl_x ja F(s)=f (%S) = f(x). (3.19)

Kun —I < z < [, niin —7 < s < 7. Néin ollen funktion f paloittaisesta jat-
kuvuudesta vélilla (—,1) seuraa, ettd funktio F' on paloittain jatkuva vélilla
(—m, 7). Funktion f jaksollisuudesta seuraa puolestaan, ettd 27 on funktion
F jakso. Tama ndhdéin kirjoittamalla

F(s+27) = f (lf +21) = f (l—s) = F(s).

7

Oletetaan sitten, ettd = on piste, jossa toispuoleiset derivaatat f’ (x) ja f’ (x)
ovat olemassa. Télloin voidaan osoittaa toispuoleisten derivaattojen méaari-
telmid kayttamalla, etta

Fis)= L) da FL(s) = L f ()

Fourier’'n lauseen kaikki vaatimukset tayttyvit funktion F' osalta, joten
LF(s-4)+ F(s2)] = a0 + 3 s cos(ns) + b, sinns)
5 F (s s = 500 4 a, cos(ns n sin(ns)],

missi

g =+ / U F(s)cos(ns)ds  ja bp— / " F(s)sin(ns) ds.

™ J_x —

Tamé saadaan muutettua yhtaloita (3.19) kdyttdmalla muotoon

1
§[f(x—|—)+f(x :—a0+2(an005—+b 5111#),
missd kertoimet ovat madratty kuten Madritelméssa [3.1.3] [

3.7 Fourier-sarjan kerrointen ominaisuuksia

Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd Fourier-sarjan kertoimet a, ja b, l-
hestyvit nollaa, kun n lahestyy daretonta. Tata tietoa voidaan kiyttaa apu-
na, kun tutkitaan luvuissa [2.4] ja [2.5] ilmenneita kysymyksié liittyen sarjojen
suppenemiseen ja derivoituvuuteen. Néiden asioiden kisittelyssid on otettu
mallia kirjasta |7, ss. 30-31, 48-49|.
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Lause 3.7.1. Olkoon f paloittain jatkuva funktio valilli (—1,1). Talloin Fourier-
sarjan (3.8)) kertoimien nelidistd koostuvat sarjat

Z(an)z ja Z(bn)2

suppenevat.

Todistus. Aloitetaan todistus kirjoittamalla

1 /[ al nwx nwx i

=l n=1

— [ e (3.21)

N
nwx
— —/ f(z HZ:; ancos—+b sin T) dz (3.22)

2

1 & nm T

- . 2
+ l/ [; (ancos l + b, sin l )] dz (3.23)

-

Termi (3.22)) sievenee Fourier-sarjan kertoimien mééritelmien nojalla muo-
toon

Termi ([3.23) saadaan puolestaan Lemmaa kdyttamalld muotoon

N

il X nmwx mmTx . mrwx
Z / (an cos —— + b, sin T) <am cos ; + b,, sin ;i ) dz
o N
=D (an)*+
n=1

Koska integraali (3.20) on ei-negatiivinen, saadaan epéyht&lo

~| =

WE

(bn).

n=1

N

0= [ (@Pde =Y (@) = Yob)>

=l n=1
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Kun annetaan luvun NN ldhestyé ddretontd, ndhdain ettd sarjojen

oo o
Z(an)Q ja Z(bn)Q
n=1 n=1
on oltava suppenevia, jotta saatu epayhtilo olisi voimassa. O

Seuraus 3.7.2. Fourier-sarjan kertoimet a, ja b, ldihestyvit nollaa, kun n
lahestyy adretontd.

Todistus. Sarjojen

S a3

suppenemisesta seuraa, etté
(a,)> =0 ja (b,)*—0, kunn — oo,

joten
a, —0 ja b, —0, kunn — oc. O

Saadun tuloksen myo6ta voidaan alkaa kasitelld aiemmin ilmenneitd sup-
penemis- ja derivoituvuuskysymyksia. Luvusta jai osoitettavaksi sarjan

oo 22
u(x,t) = % + Z 4y COS —— exp (—kn i t) (3.24)

suppeneminen seki derivoituvuus muuttujan ¢ suhteen yhden kerran ja muut-
tujan x suhteen kahdesti.

Olkoon ¢ > 0. Koska a,, — 0, kun n — oo, niin on olemassa C' > 0 siten,
ettd |a,| < C kaikilla n € N. Néin ollen kaikilla n € N pétee

nwx n?n? Zn?
a, cos —exp | —k t

l2

[ [?

n
< C exp (—k t) < 06_5"2, kun t > €,

missi § = kn?e/I%. Sarja

S

n=1
on suppeneva, joten Weierstrassin M-testin nojalla sarja suppenee ta-
saisesti alueessa 0 < x < [, t > ¢. Koska ¢ voidaan valita mielivaltaisen pie-
neksi, on sarjan suppeneminen tidten osoitettu ongelman kannalta riittavian
laajalla alueella.
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Kun sarjaa (3.24)) derivoidaan termeittdin muuttujan ¢ suhteen kerran tai
muuttujan = suhteen kahdesti, ilmaantuu sarjaan kerroin n?. Témaé ei haittaa
vastaavankaltaisen paittelyn tekemistd kuin edelld, silld mydoskin sarja

[e%9)

)
§ n2e on
n=1

suppenee. Niin ollen Weierstrassin M-testin nojalla myoskin termeittdin de-
rivoimalla saadut sarjat suppenevat tasaisesti alueessa 0 < x <[, t > 0, mika
osoittaa sarjan derivoituvuuden halutuilla tavoilla.

Luvussa késiteltyyn virdhtelevin kielen ongelmaan saatiin ratkaisu

> nmct nmct nmwx
u(z,t) = Z (ancosT + b, sin i ) sin T

n=1

Téasséi sarjassa ei ole eksponentiaalisesti pienentyvaid kerrointa, miki tekee
sarjan derivoituvuuden analysoimisesta vaikeampaa kuin edelld. Kirjassa |7,
ss. 51-52| suppeneminen ja derivoituvuus on saatu osoitettua tekemilld al-
kutilanteesta riittavit oletukset. Naita oletuksia ovat kielen alkusijaintia ku-
vaavan funktion derivoituvuus kahteen kertaan seki alkunopeutta kuvaavan
funktion derivoituvuus.

4 Sini- ja kosinitermiset Fourier-sarjat

Tassé luvussa kisitellddn lyhyesti sini- ja kosinitermisid Fourier-sarjoja. Néi-
den sarjojen myotd saadaan varmistettua Luvussa [2] ilmenneiden sarjaesi-
tysten patevyys. Luvun lopussa jatketaan Luvussa késiteltyd lammon-
johtumisesimerkkis, jonka yhteydessa pyritddn havainnollistamaan Fourier-
sarjojen toimintaa kuvien avulla.

4.1 Parilliset ja parittomat funktiot

Sini- ja kosinitermiset Fourier-sarjat saadaan johdettua tavallisesta Fourier-
sarjasta, kun oletetaan, ettd funktio, josta Fourier-sarja muodostetaan on
joko parillinen tai pariton.

Miiritelmé 4.1.1. Olkoon f: R — R funktio. Mikili f(z) = f(—=x) kaikilla
x € R, niin funktiota f sanotaan parilliseksi funktioksi. Jos taas f(x) =
— f(—x) kaikilla € R, niin funktioita f sanotaan parittomaksi funktioksi.

Maaritelmaéd kiyttden on helposti osoitettavissa, ettd kahden parillisen
funktion tulo on parillinen funktio. Parillinen funktio saadaan myds tuloksena
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kahden parittoman funktion tulosta. Parittoman ja parillisen funktion tulo
on puolestaan pariton funktio.

Lemma 4.1.2. Olkoon | > 0 ja olkoon f integroituva funktio valilld (—1,1).
Mikdle f on parillinen funktio, niin

/_llf(x)dx:Q/olf(x)dx

Jos taas f on pariton, niin

Todistus. Kirjoitetaan ensiksi

/_llf(x)dx:/_jf(x)der/Olf(x)dx

Tekemdlld ensimmaéiseen integraaliin muuttujanvaihto s = —z, saadaan

/_llf(x)dx:—/lof(—S)dH/Olf(@d””
:/lf(—s)ds+/lf(x)d$

fo s)ds + fo r)dz,  jos f on parillinen,
fo s)ds + fo r)dz, jos f on pariton

{2 fo x)dx, jos f on parillinen,

0, jos f on pariton.

4.2 Sinitermiset Fourier-sarjat

Olkoon f pariton funktio. Funktion f Fourier-sarjan kertoimiksi saadaan
Lemmaa kiyttamalla

1/
—7/ f(:c)cos@dxzo
-l

1
=7 / f(z)sin _mr:v dr = / f(z)sin _mrx dz.
1

Néin ollen Fourier-sarjan kosinitermit sekd vakiotermi haviavat.

ja
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Maiaritelmi 4.2.1. Sarjaa
> . nmx
Z Ay, SI11 T
n=1

kutsutaan funktion f sinitermiseksi Fourier-sarjaksi valilla (0, 1), mikali ker-
toimet a,, ovat yhtalon

/f Sin@dl’ n=1,23,...

mukaiset.

Siniterminen Fourier-sarja saatiin siis erikoistapauksena tavallisesta Fou-
rier-sarjasta, kun maarattiin Fourier-sarjan kertoimia parittomalle funktiolle.
Néin ollen funktion f ollessa pariton, 2[/-jaksollinen ja paloittain jatkuva vélil-
14 (0,1) on Seurausta vastaava pisteittiiisti suppenemista koskeva tulos
voimassa myo0s sinitermiselle Fourier-sarjalle. Mikéli tiedetdén vain, ettd f on
paloittain jatkuva vililld (0,[), voidaan silti todeta suppenemista koskevan
tuloksen olevan paikkansapitéva vililla (0, 1), silla sinitermisen Fourier-sarjan
kerrointen méérittdmiseen kiytetddn vain valia (0,1).

4.3 Kosinitermiset Fourier-sarjat

Olkoon f parillinen funktio. Talla kertaa funktion f Fourier-sarjan kertoi-

miksi saadaan
1 [
:7/ f(z) cos@dx— /f cos@dx
~1

1/
:7/ f(a:)sin?dx:().
-1

Néin ollen Fourier-sarjan sinitermit haviavat.

ja

Maaritelma 4.3.1. Sarjaa
nmwx
—|— E a, cos—

kutsutaan funktion f kosinitermiseksi Fourier-sarjaksi vélilla (0,1), mikali
kertoimet a, ovat yhtilon

/f cos@dx n=0,1,2,...
mukaiset.
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Kosinitermiselle Fourier-sarjalle patevit luonnollisesti vastaavat huomiot
suppenemisesta kuin mita sinitermiselle Fourier-sarjalle tehtiin.

4.4 Jatkoa lammonjohtumisesimerkkiin

Luvussa tutkittiin limmon johtumista eristetyssa tangossa. Tuolloin saa-
tiin tangon ldmpdotilaa paikassa x ajanhetkelld ¢ kuvaavaksi funktioksi

a - nwx n?m?
u(z,t) = 30 + Z @ COS —— eXp (—]{: 2 t) . (4.1)

n=1

Kertoimet a, eivit olleet vapaasti valittavia, silld niitd saatiin rajaamaan
tieto, ettd tangon alkuhetken lampdotilajakauma f olisi pystyttavi esittdmaan
muodossa

+ Zan cosw (4.2)

Tasmennetddn kisiteltdvad ongelmaa antamalla sille arvot [ = 6 ja k = 1.
Olkoon lisdksi alkujakauma f méadritelty lausekkeella

2, kun 0<x <4,
flz) =
—1, kun4 <z <6.

Kun annetaan kerrointen arvoiksi

/ f(z cosmdx

on yhtalo (4.2) paikkansapitava kaikilla z € (0,6) \ {4}. Tdméa on perus-
teltavissa Seurauksella [3.6.2| sekd, luvun lopussa tehdyilld huomioilla so-
vellettuna kosinitermiselle Fourier-sarjalle. Poikkeama pisteessia x = 4 ei ole
haitaksi ongelman ratkaisemisen kannalta, silld yksittaiselld pisteelld ei ole
vaikutusta tangon lampomadrain.

Kerrointen a,, arvoiksi saadaan

/ f(z cos@dx

6
25(2/0 cos%dx—/4 cosn(jﬂdx)

6 . 2nmw
= —gin —
nmw 3
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kaikilla n € N. Lisaksi

1 6
a== [ flz)de=2
3 Jo
Néin ollen
— 6 .2
f(:c)zl%—;EsmEcosn—gx

kaikilla = € (0,6) \ {4}.
Lampotilaa kuvaava funktio (4.1) on nyt saatu muotoon

2.2

2
u(z,t) —1—|—Z—smﬂcos%exp< ngg t>.

Tata ratkaisua on vaikea hyddyntidd kiytannossd, silla summattavia terme-
ji on ddrettomasti. Muuttamalla alkuhetken ldmpdtilajakaumaa sopivasti,
saadaan kuitenkin ratkaisu, jossa on adrellinen méaara termeja. Maaritelladn
ensiksi funktio g; funktion f kosinitermisen Fourier-sarjan ¢+ 1 ensimmaéisen
termin osasummaksi, eli

2
—1+Z%Sinﬂcos$.

2.5 \

15 - f

-0.5 - f

-1.5 | | | | |

Kuva 2: Funktioiden f, g3, g10 ja gi00 kuvaajat.
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Jos ongelman alkuldmpétilajakauma f(x) korvattaisiin funktiolla g;(x) jolla-
kin 2 € N, saadaan ratkaisuksi

i 6 2 2,2
wi(z,t) :1+ZE81H%COS@6XP (_n i t) : (4.3)
n=1

6 36

silld tassa tapauksessa kertoimet a, ovat nollia kaikilla n > 7. Nyt on mie-
lenkiintoista tarkastella kuinka paljon funktio g;(z) poikkeaa alkuperdisesté
ldmpotilajakaumasta f, ja mikd on luvun ¢ vaikutus.

Kun i — oo, niin g;(x) — f(x) kaikilla = € (0,6) \ {4}, joten voidaan
padtelld, ettd mitd suurempi luvun ¢ arvo on, sitd tarkemmin g; approksimoi
funktiota f. Kuva 2 havainnollistaa tilannetta.

2.5 I 2.5
2 B 2
15 15
1 1
0.5 | 0.5
0 0
-0.5 - -0.5
1 -1
-1.5 ‘ ‘ -1.5
0 1 2 3 4 5 6
(a) t=0.01

2.5

2 - .

15 - y

1 —

0.5 | -

0 - .

-0.5 + ,

-1 - —

1.5 | | | | |

(c)t=1 (d) t =10

Kuva 3: Ratkaisuja us, w1 ja uigo kiyttiden piirretyt lampdétilajakaumat eri
ajanhetkilla.

Tutkitaan sitten ratkaisun kiyttiytymisti luvun 7 eri arvoilla. Ku-
vassa |3 on piirretty lampdotilajakaumat neljana eri ajanhetkend kiyttaen rat-
kaisua kolmella luvun 7 eri arvolla. Ndhdaén, ettd hetkestd ¢ = 0.1
eteenpiin ratkaisujen uqg ja uigo kuvaajat menevit kiytannossa padllekkiin,
ja hetkestd ¢ = 1 eteenpédin mydskin ug on kutakuinkin identtinen muiden
ratkaisujen kanssa. On siis ndhtéivissd, ettd kisiteltiva ongelma on siind mie-
lessd suotuisa, ettd pienet erot alkutilanteessa pyrkivat tasaantumaan, kun
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aika kuluu. Téten voidaan arvella, ettd u;go antaa hyvin tarkan arvion funk-
tiosta u ldhestulkoon heti hetken ¢t = 0 jilkeen.

5 Fourier-integraalit

Fourier-integraaleihin paddytddn luonnollisella tavalla, kun yritetddn paasta
eroon Fourier-sarjojen jaksollisuusrajoitteesta. Padttely, joka johtaa Fourier-
sarjoista Fourier-integraaleihin, esitetdin seuraavassa aliluvussa nojautuen
kirjan [5, s. 129] esitykseen. Tamén jialkeen keskitytdén osoittamaan padtte-
lyn tuloksena saatu integraalikaava todeksi. Todistuksessa on paljon saman-
kaltaisuutta Fourier'n lauseen todistuksen kanssa.

Niin Fourier-sarjoista kuin -integraaleistakin on olemassa eksponentiaa-
liset muodot. Eksponentiaalisiin muotoihin paistiin kiyttamalla kaavoja,
jotka yhdistavit trigonometriset funktiot eksponenttifunktioon. Integraali-
kaavalle johdetaan eksponentiaalinen muoto luvun loppupuolella.

Samoin kuin Fourier-sarjoilla, on myos Fourier-integraaleilla kaytt6a osit-
taisdifferentiaaliyhtiléiden ratkaisemisessa. Esimerkki tdstd ndhdadn luvun
lopussa Fourier-muunnosten yhteydessé. Fourier-muunnoksiin paadytaan kun
tarkastellaan integraalikaavaa hieman eri ndkokulmasta.

5.1 Fourier’n integraalikaava

Fourier-sarja valilla (—(,[) voidaan esittdd muodossa

I ETINED o (RPN oM PR

Tama esitysmuoto saadaan samaan tapaan kuin Lauseen todistuksen
alussa johdettu esitysmuoto Fourier-sarjalle valilla (—m, ).

Tiedetdin, etti Seurauksen suppenemistulos patee valilla (—1,1)
vaikka funktio f ei olisi jaksollinen. Jotta tulos saataisiin pateméin koko
reaalilukujen joukossa, on loogista kokeilla mita Fourier-sarjalle tapahtuu,
kun annetaan luvun [ kasvaa kohti daretontid. Nahd&an, ettd talloin sarjan
ensimmainen termi havidd, mikéli epdoleellinen integraali

/ Z f(s)ds

suppenee.
Tehd&an sitten merkinnét

nmw o . T

OthT Ja Aa:an—i—l_an:T)
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jolloin sarjan (j5.1)) loppuosa voidaan kirjoittaa muodossa

Z F(an)Aa,

n=1

missa l
F(a) = %/_l f(s)cos|a(s — x)] ds.

Nyt huomataan, ettd summa

ZF(ozn)Aa

muistuttaa ldheisesti Riemannin integraalin méaéritelméassa kiytettavad Rie-
mannin summaa. Kyseisessi summassa approksimoidaan tarkasteltavan funk-
tion ja x-akselin véliin jadvaa alaa suorakaiteiden avulla. Téassd yhteydessid
A« vastaa suorakaiteiden leveyttd ja luvut F'(«y,) vastaavat suorakaiteiden
korkeutta. Itse integraali maaritellddn raja-arvona, kun suorakaiteiden levey-
den annetaan ldhestyé nollaa. Tasséd tapauksessa ndhdaéin, ettd kun [ — oo,
niin Aa — 0. Namé padtelmit mahdollistavat johtopaadtoksen, ettd sarjan
raja-arvo, kun [ — 0o, saattaisi olla esitettdvissd muodossa

| F@da=1 [7 [ ps)cosfafs = o)) s da.

Edelld tehty pédttely on varsin epatarkka, silld epéoleellista integraalia
ei ole méaritelty kyseiselld tavalla. Lisidksi poikkeavuutta integraalin méari-
telmédn esiintyy siind, ettd funktio /' muuttuu samalla kun Ao muuttuu.
Jatkossa pystytadn kuitenkin osoittamaan, ettd saatu lauseke esittda todella
funktiota f koko reaalilukujen joukossa, kun tietyt oletukset ovat voimassa.

5.2 Fourier’n integraalilause

Tamén aliluvun padtarkoituksena on tutkia yhtalon

f(z) = %/000 /_Z f(s)cos[a(s — x)]ds da

paikkansapitdvyyttd. Aloitetaan asian kisittely kahdella lemmalla.
Aliluvussa esitettivit todistukset ovat perdisin kirjasta [4, ss. 151-156].

Lemma 5.2.1.




Todistus. Todistus on perdisin kirjasta [4, s. 151]. Tarkoituksena on ensin
osoittaa raja-arvon

lim [ 20 g :/ R (5.2)
0

c—=00 J xX x

olemassaolo, jonka jilkeen kyseinen raja-arvo saadaan raja-arvon yksikasit-
teisyyteen perustuen maérittamalld raja-arvo

(m+1/2)m sin

lim dz, (5.3)
m—o0 [o €T

missd m ldhestyy ddretonta luonnollisia lukuja pitkin.
Aloitetaan jakamalla integraali kahteen osaan:

0o - 1 - 00 -
sin x sin x sin x
dz = dz + dz.
0 Z o T 1 x

Tiedetéddn, ettd funktiolla % sin z on ddrelliset raja-arvot integroimisvélin pai-
tepisteissd x = 0 ja x = 1, joten integraali

Lsina
dx
0
suppenee.

Tutkitaan seuraavaksi integraalin

/ S P (5.4)
1

X

suppenemista. Osittaisintegroimalla saadaan

o : C L3 (&
sin x ) sin ) cos ¢ cos T
/ dr = lim dr = lim {cosl - — - / dm} .
1 1

€T c—oo Jq €T c—00 C .1'2

Termi %cosc havida, kun ¢ — oo, silla

. cosc 1
lim < lim - =0.
c—00 C c—00 C
Liséksi
(4 C
. CcoS T . 1 . 1
lim 5 ’dxﬁhm — dz = lim (1——):1,
c—oo Jq €T c=oo J1 T c—00 C
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joten majoranttiperiaatteen nojalla integraali

> cosx
5 dx
1 x

suppenee itseisesti, ja siis my6s tavallisessa mielessa. Tastd seuraa, ettd in-

tegraali (5.4) suppenee ja niin ollen raja-arvo (5.2)) on olemassa.
Ryhdytaén sitten madrittdmain raja-arvoa (5.3). Tehddén ensin muut-

tujanvaihto x = (m + 1/2)u, jolloin saadaan

(mH1/27 sin ¢ T sin[(m + 1/2)u]

lim dr = lim

— lim ™ 2sin(u/2) sin[(m + 1/2)u]
 meo Jy u 2sin(u/2)
— lim 2sin(u/2)

du

du

D, (u) du,

missd D,,(u) on Dirichlet’'n ydin. Olkoon nyt

flu) = 2sin(u/2) .

u
Koska f(0+) = 1, niin funktio f on paloittain jatkuva vililla (0,7). Néin
ollen Lemman nojalla padstdén haluttuun raja-arvoon m/2, mikéli pys-

tytddn osoittamaan, ettd oikeanpuoleinen derivaatta f! (0) on olemassa.
Mééaritelmin mukaan

sin(h/2) .
_fO+h)—fO+) A1 2sin(h/2) — h
/ — — _— =
f4(0) = Jim I = pm i 12 '
h>0 h>0 h>0

Nyt voidaan kiyttad "'Hopitalin sdantod kahdesti perdkkiin, jolloin saadaan

_2sin(h/2) —h . cos(h/2)—-1 . sin(h/2)
L
h>0 h>0 h>0

On siis osoitettu, ettd f’ (0) on olemassa, joten aikaisemmin tehtyjen johto-
padtosten nojalla lemma on todistettu. O]

Lemma 5.2.2. Olkoon f funktio, joka on paloittain jatkuva jokaisella dd-
relliselld vdlilld. Oletetaan lisiksi, etti oikeanpuoleinen derivaatta f, (0) on
olemassa ja ettd integraali

/0 ) du (5.5)

suppenee. Tdalloin

[e.9]

lim f(u)

r—00 0

sin ru

du = gf(o +). (5.6)
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Todistus. Osoitetaan ensiksi, ettd tulos on voimassa, jos integroimisvali kor-
vataan ddrelliselld vililla (0, c). Aloitetaan kirjoittamalla

¢ sin ru ¢ Sm rUu ¢ sin ru
[ == [ ro0= aus [ i) - fo0-0)=

Tehd&ddn sitten ensimmaéiseen integraaliin muuttujanvaihto ¢ = ru, jolloin
saadaan

/ch<u>SiI;Tu du=f(0 +>/ st dt + / flu ) sinrudu. (5.7)

Jalkimmadiseen integraaliin voidaan kiyttdd Lemmaa [3.4.2] mikéli pystytdan
osoittamaan, ettd funktio

f(u) — f(0+)

g(u) = "

on paloittain jatkuva vélilla (0, c). Koska f on paloittain jatkuva kyseiselld
valilld, riittdd ndyttid, ettd raja-arvo g(0+) on olemassa. TA4mé on helposti
tehty, silli Maéritelméin mukaan ¢g(0+) = f.(0) ja f/(0) on olemassa
oletuksen nojalla.

Kun annetaan luvun r ldhestyé daretontd yhtalossa , niin lemmojen
B.4.2]ja[5.2.1] nojalla padstdén haluttuun tulokseen

sin ru

lim [ f(u)

r—00 0 u

du = 2 f(0+). (5.8)

Ryhdytéddn seuraavaksi tarkastelemaan yhtélon (5.6) paikkansapitévyyt-
td. Oletetaan tatd varten, ettd € > 0 ja ettd ¢ > 1. Télloin saadaan

sin ru dy — zf(0+)‘

_ / f(u)smrudu / fu Smrudu——f(O—i—)‘
0 U

< /Cf(u)smru du — ’ smru ‘
0 U
¢ sin ru T

<| [ s w—ﬁmﬂ‘/!(ﬂw
0 Uu 2 c

silla _
sin ru <1
u
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kun v > 1. Nyt valitsemalla c riittdvin suureksi saadaan

[ trtwlau <3,

koska integraali (5.5]) suppenee. Toisaalta yhtélon (5.8)) nojalla on olemassa
luku R siten, etta

¢ sin ru T €

du — —=£(0 < =

| = au=Zro0+) < 5

kun » > R.
Niin ollen
& sin ru T e €
du — = (0 < —+-=
[ o™ - S0 <545 -

kun r > R, miki todistaa viitteen ({5.6)). O

Téata lemmaa apuna kiyttien saadaan todistettua Fourier'n lausetta vas-
taava tulos Fourier-integraaleille.

Lause 5.2.3. (Fourier’n integraalilause) Olkoon f funktio, joka on pa-
loittain jatkuva jokaisella adrellisella valilld. Oletetaan lisdksi, ettd f on it-
seisesti integroituva, eli

| 1wl <.

[e.o]

Tdlloin yhtalo
%[f(x )+ fla—) = %/Ooo /_Z £(s) coslals — 2)] ds da (5.9)

pitee kaikissa niissd pisteissd x, joissa toispuoleiset derivaatat f' (x) ja f' (x)
ovat olemassa.

Todistus. Tehdadn merkinté
() = / / F(s) cosla(s — z)] ds da,
0 —00
jolloin lauseen todistamiseksi tulee osoittaa, etta

lim I(r) = g[f(a: )+ flz-)]. (5.10)

r—00
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Vaihdetaan ensiksi integraalin I integroimisjirjestys. Jotta todistus ei pit-
kittyisi liikaa, jatetdén tdméan toimenpiteen oikeellisuuden perustelu seuraa-
vaan alilukuun ja jatketaan kirjoittamalla

_ /: /DTf(s) cosla(s — 2)] da ds

::/wf@ﬁg%%ifﬂds (5.11)

/f sm ds+/ £(s sm s—x)]d.
s—ux s—ux

Tekemalla muuttujanvalhto t = x — s saadaan

/ f(z $n )a.

Madéritellddn sitten funktio F' samalla tavoin kuin Lauseen mmdistuksessa
lausekkeella F'(t) = f(x —t), jolloin siis péatee F' (0) = —f'(z) ja F(0+) =
f(z —). Liséksi funktion f ominaisuuksien nojalla F' on paloittain jatkuva
jokaisella darelliselld valilla seka

Aﬂﬂm&:KnMHM&S/Zwmd<m

Néin ollen funktio F' tayttda kaikki Lemman oletukset, joten

= ZF(0+) (5.12)
= Sfa-).

Tehdddn seuraavaksi muuttujanvaihto ¢ = s — x yhtdloketjun (5.11)) vii-
meiseen integraaliin:

/ f(s sm (s — ) ds-/ fx+tsmit)dt

S—X

Talloin méadrittely F(t) = f(x + t) johtaa vastaavin pédttelyin kuin edelld
tulokseen

, e sin[r(s —x)] «
1 — = = . 1
7gga:f@) P 5 f(@+) (5.13)
Yhtélo (5.10) seuraa nyt kohdista (5.11), (5.12) ja (5.13). O
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5.3 Integrointijarjestyksen vaihto

Téassd aliluvussa kiytetddn Riemannin integraalien lisdksi Lebesguen inte-
graaleja. Lebesgue-integraalit erotetaan Riemann-integraaleista merkitsemal-
14 integroimisjoukko integraalimerkin alareunaan.

Edellisesta aliluvusta jii todistettavaksi, ettd integraalin

/Or /_Z f(s) cos[a(s — x)]ds da (5.14)

integrointijarjestys voidaan muuttaa. Todistus tehdain osoittamalla yhtalo-
ketju

[ [ roeosiats—njasda = [ [ fis)cosiafs = )]s da (519
:/]R Mf(s) cos[a(s — x)]da ds (5.16)

= /_Z /OT f(s)cosla(s — x)] da ds (5.17)

paikkansapitaviksi. Lebesguen integraaleja kiytetddn apuna, koska integroin-
tijarjestyksen muuttamiseen kiytetddn Fubinin lausetta, joka mahdollistaa
integrointijarjestyksen vaihtamisen, kun kiytdssa ovat Lebesguen integraalit.

Ennen yhtdloketjuun paneutumista osoitetaan integraalin olemas-
saolo.

Lemma 5.3.1. Olkoon f: R — R paloittain jatkuva funktio jokaisella dd-
relliselld vdlilld. Oletetaan lisdksi, ettd f on itseisesti integroituva. Tédlloin
integraali

/ / f(s)cosla(s — x)]ds da (r >0)
0 —00
on olemassa katkilla © € R.

Todistus. Koska kaikilla z € R ja kaikilla a € (0, r) pétee

S/wmﬂﬁ<w

[e.9]

‘[Zf@ﬁ%h@—xH®

riittad osoittaa, ettd funktio

gla) = [ f(s)cosfals — o)) s

on jatkuva ja néin ollen myds integroituva. Oletetaan tata varten, ettd ¢ > 0
ja ettd Aa € R.
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Maaritelladn ensin funktio h lausekkeella
) = [ 1(s)coslals — o)) s,
jolloin voidaan kirjoittaa
Ih(a) — h(a + Aa)| = ‘ " (s) (coslas — 2)] — cosl(a + Aa)(s — 2)]) ds
< [ 1) leosla(s - 2)] — cosl(a + Aa)(s — )] ds.

Paloittaisesta jatkuvuudesta seuraa, ettd f on rajoitettu vililld [—c, ].
On siis olemassa M > 0 siten, ettd |f(z)| < M kaikilla z € [—c, ¢]. Lisaksi
koska kosinifunktio on jatkuva, on olemassa 0 > 0 siten, etté

€

|cos[a(s — x)] — cos[(a + Aa)(s — z)]| < TOM e’

kun |Aa| < 0. Néin ollen

g g
ds = =
0Mc "~ 5

(@) — h(a + Aa)| < / M

kun |Aa| < 0.
Koska f on itseisesti integroituva funktio, voidaan valita luku ¢ > 0 siten,
etta

| ifsas <2
ja etta

/ F()ds < <

o0

Tamén seurauksena voidaan kirjoittaa

/COO f(s)cos[a(s — x)]ds

< /Oo\f(s)cos[a(s—x)ﬂds < /Oo\f(s)\ds < %

ja vastaavasti
‘/ f(s)cos[a(s — x)]ds

Kyseiset arviot patevit luonnollisesti myos kun o on korvattu arvolla a+ Aa.

<&
5
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Nyt ndhdéédn, ettd
g9(@) —g(a+ Aa)
= /_C f(s)cos[a(s — x)]ds — /_C f(s)cos[(a + Aa)(s — )] ds
+ h(oj — h(a + Aa) -
+/wﬂ$aﬂMs—@M&i/wﬂﬂmﬂa+A®@—xﬂm,
joten kolmioepéyhtéloa ja todistuksen aikaisempia kohtia kiyttien saadaan

e € € € ¢
— Aa)| < -+ -+ -+ -+ - =
lg(a) — g(a + Aa)| 5+5+5+5+5 £,

kun |Aa| < 0, miké osoittaa funktion g jatkuvuuden. O]

Integraalin olemassaolon osoittamisen jilkeen voidaan alkaa selvittidd in-
tegroimisjérjestyksen vaihdon oikeellisuutta. Yhtasuuruuden (5.15) osoitta-
misen avuksi otetaan kiyttoon kaksi lausetta l&hteestd |8, s. 15]:

Lause 5.3.2. Olkoon f: [a,00] — R Riemann-integroituva jokaisella joukon
[a, 00| suljetulla osavililla. Tdlldin f on Lebesgue-integroituva, jos ja vain jos

epaoleellinen integraali
[ 1@l ds

suppenee. Mikdli f on Lebesque-integroituva, niin

- f(z)dx :/a f(z)dz.

Lause 5.3.3. Olkoon f: [—00,a] — R Riemann-integroituva jokaisella jou-
kon [—o0,a| suljetulla osavdlilld. Tallgin f on Lebesgque-integroituva, jos ja
vain jos epdoleellinen integraali

| It

suppenee. Mikdli f on Lebesque-integroituva, niin

%;Wﬂ@mz/;ﬂ@m.

N&ita lauseita tarvitaan tissd yhteydessd ainoastaan seuraavan tuloksen
perustelemiseksi:
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Seuraus 5.3.4. Olkoon f: R — R itseisesti integroituva funktio. Talloin f
on Lebesgue-integroituva ja

[t~ [ " fe)da

Todistus. Lauseiden [5.3.2] ja [5.3.3| nojalla

/‘ m—/ f<m+/f

_[wmﬂ)dwkmﬂf dx—/f .

Lisédksi jatkossa tulee tarvetta seuraavalle tulokselle:

Lause 5.3.5. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. Jos f on Riemann-
integroituva vdlilld |a, b], niin

b
/ f@de= [ f@)de
a [a,b]

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta |9, ss. 81-82. ]
Nyt voidaan siirtyéd tarkastelemaan kohtaa (5.15)):

Lemma 5.3.6. Olkoon f: R — R itseisesti integroituva funktio. Tdlloin

/Or /Z £(s) cosfa(s — )] ds da = /[0 . /R #(5) cosla(s — 2)] ds da

kaikilla x € R.
Todistus. Tiedetddn, etta

/_OO | f(5) cos[a(s — x)]| ds < /OO 1£(s)|ds < o0,

[e.9] —0o0

joten Seurauksen nojalla

/oo f(s) cos[a(s — x)]ds = /Rf(s) cos[a(s — )] ds.
Integraali
[ 1) coslats s

on Lemman todistuksessa néiytetty jatkuvaksi funktioksi muuttujan «
suhteen. Niin ollen se on sekd Riemann-integroituva etta rajoitettu suljetulla
valilld, mikd osoittaa lemman todeksi Lauseen nojalla. ]
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Osoitetaan sitten yhtdsuuruus (5.16). Kuten mainittu, tdhin tarvitaan
avuksi Fubinin lausetta, joka 16ytyy todistuksineen esimerkiksi kirjasta |10,
s. 126]. Tassé yhteydessé ei tarvita kaikkia Fubinin lauseen antamia tuloksia,
joten esitetddn seuraavaksi edelld mainitun kirjan Fubinin lauseesta sopivasti
yksinkertaistettu versio. Ennen tdtd mainittakoon, ettd esitettavissa lausees-
sa ja sen jilkeisessd lemmassa esiintyy hieman mittateorian kasitteistod, jota
ei tutkielman aihepiirin ulkopuolisena kasitella.

Lause 5.3.7. Olkoon u: R X [a,b] — R mitallinen funktio. Jos

/ / lu(z,y)|de dy < oo,

[a,b] /R

/ /u(a:,y)dxdy:// u(z,y)dyde.
[a,b] /R R J[a,b]

Lauseen mukaan yhtidsuuruuden (5.16) todistamiseksi riittdé siis
nayttaa, etta

nun

/ / |f(s) cos[a(s — x)]|ds da < oo (5.18)
0, JR
ja etta

g(s,a) = f(s)cos|a(s — )]
on mitallinen. Todistuksia hieman muuttamalla on helppo osoittaa, ettd lem-
mojen ja tulokset pitevit myos tapauksessa, jossa sisemmén inte-
graalin integrandi on korvattu itseisarvollaan, joten kohta on voimassa.
Osoitetaan sitten funktion g mitallisuus:

Lemma 5.3.8. Olkoon f: R — R itseisests integroituva funktio. Tdlloin
funktio
g(s,0) = f(s)cosla(s —z)], s€R, acl0,r],

on mitallinen.
Todistus. Méaaritellaan ensin funktio h: R x [0,r] — R lausekkeella
h(s,a) = f(s).
Olkoon nyt A C R avoin joukko. Talléin
R (A) = f71(A) x [0,7].

Seurauksen nojalla f on Lebesgue-integroituva ja siis myos mitallinen.
Kirjan [11 s. 54] mukaan jokaisen avoimen joukon alkukuvajoukko kuvauk-
sessa f on mitallinen, jos ja vain jos funktio f on mitallinen. Néin ollen
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/7Y(A) on mitallinen joukko. Lisiiksi tiedetiiéin, etté [0, r] on mitallinen jouk-
ko joukkoon [0, r] liittyvissa mitta-avaruudessa. Koska kahden mitallisen jou-
kon karteesinen tulo on mitallinen joukko tuloavaruudessa, on h~'(A) mital-
linen joukko. Nyt on siis osoitettu, ettd mielivaltaisesti valitun avoimen jou-
kon A alkukuvajoukko kuvauksessa h on mitallinen ja néin ollen funktio h
on mitallinen.

Toisaalta tiedetddn, ettd muuttujien « ja s funktio

cos|a(s — )]

on jatkuva, josta seuraa, ettd kyseinen funktio on mitallinen 11} s. 49]. Lisdksi
tiedetddn, ettd kahden mitallisen funktion pisteittdinen tulo on mitallinen
[11, s. 52], joten funktio

h(s,a)cos|a(s — x)] = f(s) cos[a(s — x)]
on mitallinen. OJ

Nyt on siis perusteltu yhtasuuruus (5.16)) ja jaljelld onkin endéd yhtdsuu-
ruuden ((5.17) osoittaminen:

Lemma 5.3.9. Olkoon f: R — R itseisesti integroituva funktio. Tdlloin
/ / f(s)cosla(s — x)] da ds = / f(s)cos[a(s — x)] da ds
—00 J0 R J[0,r]

kaikilla x € R.
Todistus. Kayttamaélla Lausetta voidaan Kkirjoittaa

/07‘ f(s) cosla(s — x)|da = o f(s) cos|a(s — x)] da

Koska

.

/0 " 1(s) cosla(s — 2] da

ds:/m ’f(s) /OTcos[oz(s—x)] da| ds

oo

< [ 1) [ Teosfals ~ 2] da s
<o [ 1)l

o0

< 00,
niin Seurauksen [5.3.4 mukaan véite on voimassa. O]
Téamaéan lemman myo6td aliluvun alussa esitetty yhtiloketju on nyt osoi-

tettu kaikilta osin paikkansapitavaksi.
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5.4 Fourier’n integraalikaavan eksponentiaalinen muoto

Fourier’'n integraalikaavalle voidaan johtaa eksponentiaalinen muoto kiytté-

milld kaavaa cos z = 3(e** + e %), Tédmén muodon aikaansaamiseksi nouda-

tetaan kirjassa [4, s. 159] esitettyd menetelméd ja kirjoitetaan ensin yhtilo

muodossa
l[f(m—f—)—l—f(ac :—hm/ / 2f(s)cos[a(s —x)]ds da  (5.19)

2 QT r—o0

ja muokataan sitten sisempééd integraalia seuraavasti:

/OO 2f(s) cos[a(s — x)]ds = /OO f(s)[ee™) 4 emielsm2)] 4

— / f(sﬂeiasefia:p + efiaseiax] dS

= ¢l / f(s)ems ds + e / f(s)e’“"S ds.

Yhtéloketjun viimeinen yhtdsuuruus vaatii perusteluja epéoleellisen inte-
graalin madritelméssa esiintyvien raja-arvojen vuoksi. Yhtdsuuruus on voi-
massa, mikili integraalit

/OO f(s)e"**ds ja /OO f(s)e ™ ds (5.20)

suppenevat riippumatta muuttujan o arvosta. Taméi on kuitenkin selvia,

silld esimerkiksi
[ reeias= [ jss)las < oc

Lauseen oletusten ollessa voimassa.
Yhtélon (5.19)) oikea puoli on nyt siis saatu muotoon

1 r . > ) ) > )
— lim (6_’0‘1’/ f(s)e**ds + e"”/ f(s)e"® ds) da
2m r—o0 0 —00 —00

Jotta tdmé voitaisiin kirjoittaa edelleen muodossa

1 T > .
— lim (/ e ' f(s)e'**ds da

0 —00

—i—/ el f(s)e ™ ds da), (5.21)
0 —

oo
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on osoitettava, ettd integraalit ovat jatkuvia funktioita muuttajan «
suhteen. Téama toimenpide varmistaa sen ettd, edelld esitetysséd lausekkeessa
on molemmissa muuttujan « integraaleissa jatkuvat integrandit ja néin ollen
integraalit ovat hyvin méariteltyji. Siirretddn tama jatkuvuuden tutkiminen
kuitenkin hieman myohemméksi ja jatketaan eksponentiaalisen muodon joh-
tamista olettaen, ettd vilivaihe on validi.

Tekemilli muuttujanvaihto 3 = —a saadaan lausekkeen jalkim-
méinen integraali muotoon

/_(i e~ihe /_Z f(s)e*ds dg,

joka poikkeaa ensimmadisesta integraalista ainoastaan integroimisvalin osalta.
Yhdistamélla integraalit saadaan yhtalo

%[f(x +)+ flx—)] = L lim ' e /Z f(s)e*ds da, (5.22)

2m r—=oo J_,

jota kutsutaan Fourier’n integraalikaavan eksponentiaaliseksi muodoksi.

Huomioitakoon vieli, ettd tehdyilld oletuksilla yhtildssi esiinty-
vid raja-arvoa ei voi korvata epéoleellisella integraalilla negatiivisesta daret-
tomasta positiiviseen darettomain. Tama onnistuisi, jos yhtdlon oikea
puoli voitaisiin kirjoittaa muodossa

1 0 ) & . T & )
— lim e"ax/ f(s)e**ds da + lim / 6_“”/ f(s)e'**ds da.
r —00 =0 Jo —0o0

21 r—oo |

Tassé lausekkeessa olevien raja-arvojen olemassaolon takaamiseksi on oletet-
tava aikaisemmin tehtyjen oletusten lisdksi, ettd muuttujan o funktio

/_ Z F(s)ei ds

on itseisesti integroituva, jolloin siis esimerkiksi

I. o= [ | [

Integraalikaavan oikeellisuuden osoittamiseksi on vield jéljelld osoittaa
integraalien (5.20)) jatkuvuus.

da < oo.

e—iax / f(S)eiOcs dS

Lemma 5.4.1. Integraalit (5.20) ovat jatkuvia funktioita muuttujan o suh-
teen.
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Todistus. Tehdaan todistus ainoastaan funktiolle
)= [ peeas

silld toisen integraalin tapauksessa pétee tasmélleen sama todistus.
Aloitetaan osoittamalla, ettd funktio

h(a) = /C f(s)e ™ ds
on jatkuva. Olkoon tétd varten € > 0 ja Aa € R. Nyt voidaan kirjoittaa
|h(a + Aar) — h(a)| = ' f(s)ellethals s — ) f(s)e ds
= /C f(s)e™ [e4* —1] ds
< /C ‘f(s)ems [emo‘s — 1]| ds
= /_(; |f(s)] |2 — 1] ds.

Koska funktio f on paloittain jatkuva jokaisella dérelliselld vélilla, on f
my0s rajoitettu jokaisella darelliselld vililla. Ndin ollen on olemassa M > 0
siten, ettil |f(s)] < M kaikilla s € [—c, c]. Lisdiksi e/2%¢ — 1, kun |Aa| — 0,
joten on olemassa & > 0 siten, ettdi |’ — 1| < g/2cM, kun |Aa| < 4.
Koska |Aas| < |Aac| kaikilla s € [—c¢,¢], niin kaikilla s € [—c,c| pétee
|eifos — 1| < g/2eM, kun |Aal| < 6. Niiden tietojen avulla voidaan kirjoittaa

€
2cM

|h(a+ Aa) — h(a)| < / M ds =€, kun |Aa| < 6,

joten funktio h on jatkuva.
Funktio g voidaan esittdd muodossa

o0
c

g(a) = h(a) + /__cf(s)ems ds +/ f(s)e ds. (5.23)

/_ Z F(s)ei ds

o1

Koska integraali



suppenee tasaisesti muuttujan « suhteen, voidaan ¢ valita muuttujasta «
riippumattomasti niin suureksi, ettd molemmat yhtélossd (5.23)) esiintyvét
integraalit tulevat itseisarvoiltaan pienemmiksi kuin €. N&in ollen kolmio-
epayhtiloa kiyttamailla saadaan vastaavasti kuin Lemman todistukses-
sa

lg(a+ Aa) — g(a)] < |h(a+ Aa) — h(a)|+ e+ e +e+e < be,

kun |Aca| < 0, mikd todistaa funktion g jatkuvuuden. ]

5.5 Fourier-muunnos

Seuraavaksi esitettdvd médritelmé ja sitd seuraava lause hyodyntavit Fou-
rier'n integraalilauseen tarjoamaa informaatiota esittden sen sisdllon hieman
eri tavalla.

Maaritelmé 5.5.1. Olkoon f: R — R itseisesti integroituva funktio. Lausek-
keella

F(a) = % /_OO f(s)e ™ ds

méariteltyd funktiota I’ kutsutaan funktion f Fourier-muunnokseksi ja siitd
kiytetddan merkintdd F[f]. Funktiota f kutsutaan puolestaan funktion F'
Fourier-kadnteismuunnokseksi.

Lause 5.5.2. Olkoon f: R — R jatkuva ja itseisesti integroituva funktio,
jolla on olemassa toispuoleiset derivaatat f'(x) ja f'(x) kaikilla x € R.
Mikdli F on funktion f Fourier-muunnos, nin kidnteismuunnos f saadaan

lausekkeella .

f(z) = lim F(a)e ™ da.
r—oo J_,.

Jos F' on lisiksi itseisesti integroituva, voidaan kirjoittaa

fla) = / Z Fla)e—" da.

Todistus. Viitteet seuraavat Fourier’'n integraalilauseesta, kun integraalikaa-
va esitetdin eksponentiaalisessa muodossa. O

Fourier-muunnosta voidaan kiyttdd apuna alku- ja reuna-arvo-ongelmien
ratkaisemisessa. Kun tarkoituksena on ratkaista funktio u, voidaan ensin yrit-
tad ratkaista funktion u Fourier-muunnos F(u). Télloin ratkaisemisen apuna
ovat Fourier-muunnokseen liittyvat ominaisuudet. Téman jilkeen alkuperéi-
nen funktio v saadaan Fourier-muunnoksen kiinteismuunnoksena. Tarkas-
tellaan seuraavaksi joitakin Fourier-muunnokseen liittyvistd ominaisuuksista
ottaen mallia kirjasta |5, ss. 321-325].
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Lause 5.5.3. (Lineaarisuus) Fourier-muunnos on lineaarimuunnos.

Todistus. Olkoot f ja g itseisesti integroituvia funktioita ja olkoot a ja b
reaalilukuja. Tall6in

Flaf + bgl(a) = Qi/oo[ £(z) + by da

/ f wca: dl’ + _/ zaa: dZL‘
J’.'

(@) + bF[gl(a). O

= a

Lause 5.5.4. (Derivaatan Fourier-muunnos) Olkoon f: R — R funktio,
jolle pitee f(x) — 0, kun |x| — oo. Oletetaan lisiksi, etti f ja derivaatta-
funktio f' ovat itseisesti integroituvia. Talloin

Flf i) = —iaF[fl(@).

Todistus. Osittaisintegroimalla saadaan

27'('/ f Zaxdx
:ﬂm i [ o]

= —za—/ f(z)e™* dz

= —iaF[f O

Seuraus 5.5.5. Oletetaan, ettd funktio f(z) ja sen n — 1 ensimmdistd de-
rivaattaa lahestyvat nollaa kun |x| léhestyy ddretontd. Oletetaan lisiksi, ettd
f ja sen n ensimmdistd derivaattaa ovat itseisesti integroituvia. Talloin

FIf™)(@) = (—ia)"F[f](a).

Maaritelmi 5.5.6. Olkoon f ja g funktioita, joista toinen on itseisesti in-
tegroituva ja toinen integroituva ja rajoitettu. Funktiota

(f * 9)a / f(z — y)gly) dy

kutsutaan funktioiden f ja g konvoluutioksi.
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Madritelméssa funktiolle f ja g asetetut vaatimukset takaavat, ettéd integ-
raali on olemassa. Nimittdin, jos f on itseisesti integroituva ja g rajoitettu,
niin

| 1t newlay <t [ s —play=n [ 15wy < oo

Jos taas f on rajoitettu ja g on itseisesti integroituva, niin

[ 1= nawlay <1 [l dy <o

On olemassa muitakin keinoja rajoittaa funktioita f ja g konvoluution maa-
rittelemiseksi. Muutamia eri tapoja on mainittu kirjassa |7, s. 206].

Lause 5.5.7. (Konvoluutiolause) Olkoot f ja g funktioita, joille konvo-
luutio on mddritelty. Tdlloin

Flf +g] = FIf] Flgl-
Todistus. Kayttamalla Fourier-muunnoksen ja konvoluution mééritelmis saa-
daan lauseke

Fifsala) =g [ s [~ e —nowdyds

47r2/ / ¢ f(z —y)g(y) dy da.

Vaihdetaan seuraavaksi integroimisjarjestys ja muotoillaan lauseketta todis-
tuksen kannalta sopivaan suuntaan:

FIf + / / e f(z — y)g(y) du dy

— ew‘yg(y)/ glole— y)f(x —y)dzdy

47r2

Integroimisjarjestyksen vaihdon tarkka perustelu ohitetaan, mutta on nihté-
vissd, ettd perustelu voidaan tehdd samankaltaisesti kuin Luvussa [5.3]

Tehd&dan seuraavaksi sisempaédn integraaliin muuttujanvaihto z = x — y,
jolloin saadaan

Fleale) = oz [ o) [ e dzdy

= [ el Flfl@) dy

— Flf)(0) = / " dg(y) dy

21 J_ o

= Flf](e) Flgl(@). O
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Seuraavassa, kirjasta [5l, s. 326] perdisin olevasta esimerkissid hyodynne-
taan edelld saatuja tuloksia alkuarvo-ongelman ratkaisemisessa.

Esimerkki 5.5.8. Luvussa[2.5]tutkittiin Iimmon johtumista tangossa. Muu-
tetaan nyt tanko ddrettémén pituiseksi, jolloin ratkaistavaksi ongelmaksi saa-
daan

Uy — kg, = 0, —o0 < T <00, t >0, (5.24)
u(z,0) = f(z), — 00 < < 00, (5.25)

missi ratkaistava funktio u(x,t) kuvaa lampotilaa paikassa = hetkelld ¢.

Téssé esimerkissa késitelladn kahden muuttujan funktiota vaikka Fourier-
muunnosten yhteydessd on tdhan asti kiiytetty vain yhden muuttujan funk-
tioita. Saadut tulokset kuitenkin pétevit myos kahden muuttujan tapauk-
sessa, kun Fourier-muunnos otetaan vain toisen muuttujan suhteen, jolloin
toinen muuttuja kiyttaytyy Fourier-muunnoksiin liittyvissd toimenpiteissi
vakion tavoin.

Olkoon U funktion u(x,t) Fourier-muunnos muuttujan x suhteen, eli

1 [ ~
Ula,t) = %/ u(z,t)e " dz.

—00

Ottamalla Fourier-muunnos muuttujan = suhteen yhtélosta (5.24]) saadaan
yhtalo
Fluy — kug,] = F0],

joka voidaan Lausetta [5.5.3] ja Seurausta kayttamalld kirjoittaa muo-
dossa
Flug(a) + ka*U(a,t) = 0.

Liséksi termid F|u;] voidaan muokata seuraavasti:

Flug)(a) L /OO wy(z,t)e"” dx

— % .
o1 [~ ,
= —— u(zx,t)e' ™ dx
ot 2w J_ o
= Ut(O(, t)
Edelld tehty derivoinnin siirto integraalin ulkopuolelle asettaa joitakin vaa-
timuksia funktiolle u, mutta kasitellisin niitd vasta tdméan esimerkin jilkeen.

Muunnetaan myoskin yhtélo ((5.25), jolloin ratkaistavaksi ongelmaksi saa-
daan

U(a,t) + ka?U(a,t) = 0, — 00 < a <00, t>0, (5.26)
U(a,0) = F(a), — 00 < a < 09, (5.27)
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missd, F' on funktion f Fourier-muunnos. Nyt huomataan, ettd muunnoksen
avulla saatu alkuarvo-ongelma on selvisti yksinkertaisempi ratkaista kuin
alkuperdinen ongelma. Yhtalon (5.26) ratkaisuksi saadaan nimittiin

Ula,t) = h(a)e™ ™,
missd h on tuntematon funktio. Alkuehdon ([5.27)) nojalla
U, t) = Fa)e .

Ratkaisu alkuperiiseen ongelmaan saadaan funktion U Fourier-kdénteis-

muunnoksena: .

u(z,t) = lim F(a)e o temior qq, (5.28)
r—oo J_,.

Funktion f Fourier-muunnoksen F' takia tdma ratkaisu sisdltda auki purettu-
na kaksi sisikkéistd integraalia. Ratkaisua voidaan kuitenkin yksinkertaistaa
konvoluutiolauseen avulla. Sen nojalla

FIf # gla.t) = Fa)e ™,

. e . _Ln?2 . e oe . .
missi ¢ on funktion e ¥t Fourier-kifinteismuunnos. Ottamalla edelld ole-
vasta yhtalostd Fourier-kddnteismuunnos saadaan

(f * g)(l’,t) = lim F(a)e_ka2te—iax dO{,
r—00

b

josta seuraa konvoluution mééritelmén ja yhtalon (5.28) nojalla, ettd

o) = o [ fe = p)att)dy

missd kidanteismuunnokselle g pétee

r

. ka2t —i ™2
g(z,t) = lim eketeTio Qo = | [ — e /4R

r—=oo J_ . kt

Edelld saadun kdanteismuunnoksen lausekkeen perusteleminen ohitetaan tyo-
l144n&. Tulos on saatu nojautuen kirjassa |12, s. 326| esitettyihin perusteluihin
samantyyppisen integraalin laskemiseksi.

Nyt siis tiedetddn, ettd

u(z, t) = !

2kt

Tehdéén viela lopuksi muuttujanvaihto z = y/2v/kt, jolloin ratkaisu saadaan
muotoon

/ fla — y)e v/ dy,

1 > 22
u(z,t) = NG /_OO flz —2VEtz)e™ dz.
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Se milloin téssd esimerkissi tehty derivoinnin siirto integraalin ulkopuo-
lelle voidaan tehd4, selvida seuraavassa lauseessa:

Lause 5.5.9. Olkoon u: R x R — C sellainen jatkuva funktio, ettd myés u;
on jatkuva. Oletetaan, etta integraalit

/_OO lu(z,t)|dz  ja /OO |u(z,t)| dz

o —00

ovat olemassa kaikilla t € R ja ettd

-R [
/ |ut(:p,t)]dx+/ |ug(z,t)| do
- R

o0

suppenee tasaisesti kohti nollaa muuttujan t suhteen jokaisella vdlilli [a,b],
kun R — oo. Tdlloin

d oo o0
E/mu(a:,t) dx:/oout(x,t) dz.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta |3, s. 268|. ]

Fourier-muunnoksille on osittaisdifferentiaaliyhtildiden ratkaisemisen li-
siaksi monia eri kdyttokohteita. N&itd ovat esimerkiksi kvanttimekaniikka ja
signaalianalyysi seki kdytto tyokaluna puhtaan matematiikan tarpeisiin. |7,
ss. 229-234]

6 Johtopaatokset

Tutkielman alussa haettiin ratkaisuja alku- ja reuna-arvo-ongelmille kiyttaen
muuttujien separoimismenetelmad. Tamé johti tarpeeseen kiyttdd Fourier-
sarjoja sekd heratti joitakin kysymyksid liittyen saatujen sarjamuotoisten
ratkaisujen suppenemiseen ja derivoituvuuteen. Tamaéan jédlkeen onnistuttiin
todistamaan ongelmien kannalta tarpeellinen Fourier-sarjojen pisteittdinen
suppeneminen seki lisiksi saatiin vastaukset ratkaisujen suppenemista ja de-
rivoituvuutta koskeviin kysymyksiin.

Tutkielman loppupuolella késiteltiin Fourier-integraaleja, joiden suppe-
nemista koskeva Fourier'n integraalilause saatiin myoskin todistettua. Ké-
siteltyjen integraalien avulla méariteltiin Fourier-muunnos, jota hyodyntaen
esitettiin esimerkki ddrettomaéssi alueessa madiritellyn alku- ja reuna-arvo-
ongelman ratkaisemisesta.
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Tutkielmassa ei kiytetty Fourier-sarjan eksponentiaalista muotoa

[e.9]

E :Cnemx'

— 00

Tama muoto olisi tarjonnut kompaktimman esitystavan lisdksi yksinkertai-
sempia todistuksia eksponenttifunktion laskusiéntojen ansiosta. Fourier-integraalien
yhteydessé asian kisittelyé olisi puolestaan helpottanut, jos olisi otettu tar-
kastelun kohteeksi Li-avaruuden funktiot ja kiytetty pelkistain Lebesguen
integraaleja. Talloin Luku [5.3] olisi ollut pitkilti tarpeeton.
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