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Tiivistelma

Téssd tutkimuksessa haluttiin selvittdd, miten opiskelijat suoriutuvat valmiiden
ratkaisujen arvioinnista. Lisdksi haluttiin tietdd, miten tietokoneella ja paperilla
vastaaminen vaikuttaa tuotettuun ratkaisuun ja minkélaisia eroja ratkaisuista voidaan
havaita, kun néilla kahdella vastausmuodolla tuotettuja ratkaisuja verrataan keskenéén.
Tutkimuksen taustalla on lukion opetussuunnitelman perusteista 10ytyvét tavoitteet,
joiden mukaan opiskelijan tulisi keksid omia matemaattisia ratkaisuja sekd oppia
arvioimaan saatuja ratkaisuja kriittisesti. Vastausmuodon vaikutusta matemaattiseen
ratkaisuun tutkittiin sen vuoksi, ettd ylioppilaskirjoitukset ovat muuttuneet sdhkdisiksi ja
eri tutkimuksissa on huomattu eroja sdhkdisen ja paperilla tydskentelyn ja vastaamisen

vililla.

Tutkimuksen kohteena oli pitkin matematiikan opiskelijaryhméd, joka suoritti
matematiikan kurssin vidlikokeena neljd tehtdvad sisdltineen kokeen. Kokeen kaikki
tehtdvit olivat tyypiltddn valmiiden ratkaisujen arviointia. Tehtdvidt olivat sijoitettu
paperilla ja sdhkoiselld vastausalustalla niin, ettd ensin annettiin tehtdvdnanto ja tdhén
valmis ratkaisu, jota opiskelijan tdytyi arvioida sen oikeellisuuden kannalta ja korjata
vadriksi havaitsemansa kohdat ratkaisusta. Koejdrjestely oli sellainen, ettd 22:n
opiskelijan ryhma oli jaettu kahteen pienempédn ryhmdin A ja B. Ryhméd A suoritti
kokeen niin, ettd ensimmadiset kaksi tehtdvdd he tekivét sdhkoisesti tietokoneella ja
viimeiset kaksi tehtdvdd paperilla vastaten. Ryhmé B suoritti samat tehtdva niin, etti

ensimmadiset kaksi tehtdvaa he tekivit paperilla ja viimeiset kaksi tehtdvia tietokoneella.
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Tuloksista voitiin huomata, ettei vastausmuodolla ollut suurta vaikutusta sithen, miten
hyvin opiskelijat tehtdvistd suoriutuivat. Vastaajaryhmien vililld ei myodskdén ollut
havaittavissa suurta eroa kokeen menestymisen kannalta. Tietokoneella tehdyt ratkaisut
olivat keskimdirin pidempid kuin paperilla tehdyt ratkaisut ja tietokoneella vastattaessa
omaa ratkaisua selitettiin enemmaén sanallisesti. Kuitenkaan merkittdvaa eroa ratkaisuissa

el vastausmuotojen vélilld ollut.
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Esipuhe

Miettiessdni gradun aihetta keksin, ettd tutkimus voisi jollain tavalla liittyé sithen, kuinka
vastausmuoto vaikuttaa matemaattiseen ratkaisuun. Tdhdn valintaan vaikutti muuan
muassa se, kuinka mediassa tuotiin esille niin opiskelijoiden kuin opettajien kritiikkia ja
huolta tulevaa sdhkoistyvad matematiikan ylioppilaskoetta kohtaan. Myohemmin keksin,
ettd aineiston voisi kerétd kokeella, jonka kaikki tehtévit olisivat valmiiden ratkaisujen
arviointia. Tutkin lukion opetussuunnitelman perusteita ja huomasin valmiiden
ratkaisujen arvioinnin sopivan hyvin opetussuunnitelman asettamiin tavoitteisiin. Tdmén
tyyppisid tehtivid on ollut muutamissa ylioppilaskokeissa, mutta itse tutkimusta tillaisista
tehtivistd ei paljoakaan ole. Itse en koskaan lukiossa opiskellessani ollut matematiikan
tunneilla valmiiden ratkaisujen arviointia tehnyt ja se olikin minulle uudenlainen
tehtdvatyyppi. Téstd innostuneena olin varma siitd, ettd graduni aihe on
ajankohtaisuudessaan ja lukio-opintoihin sopivuudessaan valittu oikein ja sen vuoksi se

pitikin mielenkiintoani yll& tyon kirjoittamisen loppuun asti.

Haluan kiittdd ohjaajaani Antti Viholaista hyvistd vinkeistd ja ohjeista tyon loppuun
saamiseksi. Kiitos my0ds tutkimukseen osallistuneille opiskelijoille ja heidin
opettajalleen, joka antoi minulle mahdollisuuden tutkimuksen toteutukseen. Kiitos myos
kaikille niille, jotka ovat jollain tavalla auttaneet minua saamaan tdmén tyon loppuun. Jo

pelkalld kuuntelemisella on ollut tdssédkin tapauksessa suuri voima.

Joensuussa 5.11.2019 Katri Moilanen
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Luku I

Johdanto

Lukion opetussuunnitelman vuoden 2015 perusteissa sanotaan, ettd yhtend matematiikan
opetuksen tavoitteena on saada opiskelija keksimdan matemaattisille ongelmille omia
ratkaisuja sekd arvioimaan ndihin ongelmiin saatuja ratkaisuja kriittisesti. Lisédksi
opetuksen tavoitteena on parantaa opiskelijan taitoja ongelmien késittelyssa, péattelyssi
jaratkaisemisessa, jotta opiskelijan kyky ndhdd matemaattinen tieto loogisena rakenteena
parantuu. Matematiikan opetuksen tavoitteisiin kuuluu muun muassa se, ettd harjoitellaan
matemaattisen tiedon esittimistd kuin matemaattisen tekstin lukemista ja lisdksi

kannustetaan keskustelemaan matematiikasta.

Omien ratkaisujen arviointitaitoa ja matematiikasta kirjoittamisen taitoa voidaan kehittia
esimerkiksi “what went wrong” — tyyppisilld tehtdvilldi (Eronen, 2019). Tdmén
tyyppisissé tehtdvissd opiskelija arvioi jo valmista ratkaisua, jonka joku muu on tehnyt
kuin hén itse. Téstd ratkaisusta opiskelijan tiytyy arvioida ratkaisun ja sen perustelujen
tasmallisyyttd. Tallaisten valmiina annettujen ratkaisujen arviointi ja niiden perustelujen
oikeellisuuden tulkitseminen on hyodyllistd ja kuuluu olennaisena osana matematiikan
opetuksen eri muotoihin. (Eronen, 2019.) Néiden ajankohtaisten seikkojen vuoksi téssa
tutkimuksessa toteutetun vélikokeen kaikki tehtdvit ovat kokonaan tyypiltdén valmiiden
ratkaisujen arviointia. Tarkoituksena onkin tutkia sitd, miten hyvin opiskelijat onnistuvat
arvioimaan valmiina annettuja ratkaisuja ja télla tavoin heritelld seka lisétd opiskelijoiden

argumentointitaitoja lukion matematiikassa.



Suomen lukioissa on toteutettu uudistus opiskelun ja my0ds kokeiden tekemisen ja
arvioinnin siirtymisestd paperilla tyoskentelystd sdhkdiseen tydskentelyyn tietokoneella.
Viimeisetkin paperisesta sdhkoiseksi muuttuneet pitkdn ja Iyhyen matematiikan
ylioppilaskokeet (Yle, 2018) kirjoitettiin ensimmaéinen kerran sdahkodisesti maaliskuussa
2019. Ennen matematiikan ylioppilaskokeen muuttumista sdhkdiseksi ja tdmén
uudistuksen jilkeen on pohdittu sitd, miten matematiikan séhkodistymisestd voidaan
hyGtyd ja toisaalta sitd, mitd ongelmia syntyy, kun matematiikan ylioppilaskokeet
suoritetaan sdahkoisesti eikd perinteisesti paperilla. On my0s mietitty sitd, mitd opiskelijan
on otettava huomioon, kun hin rakentaa matemaattista vastausta siahkoisesti. Tahdn on
muun muassa vastattu (Yle, 2018), ettd tarkeintd matematiikan sdhkoisessd kokeessa on
se, ettd kokelaan ajattelu on néhtdvissé ratkaisuissa seki sen, ettei tarvitse yrittdd tehda
saman ndkoisid ratkaisuja kuin paperilla vastattaessa. Tdrkedd on se, ettd opiskelija
muistaa matematiikan olevan muutakin kuin oikeiden symbolien ja tiettyjen

merkintdtapojen oikeanlaista kayttoa.

Tadmaén uudistuksen, jonka seurauksena opiskelu muutettiin sahkdisempéddn suuntaan, on
peruste sille, ettd tissd tutkimuksessa tutkitaan myos sitd, minkélaisia eroja opiskelijoiden
ratkaisuissa on verrattaessa eri vastausmuodolla tehtyja ratkaisuja ja miten vastausmuoto
vaikuttaa opiskelijoiden ratkaisuihin. Vastausmuodolla tarkoitetaan tésséd tutkimuksessa
perinteistd paperille vastaamista ja sdhkdisesti tietokoneella vastaamista. Ennen kevédén
2019 ensimmadisid sdhkoisid matematiikan pitkén ja lyhyen oppiméérin ylioppilaskokeita
oltiin huolissaan muun muassa siitd, ettd matematiikan kirjoittaminen sdhkdisesti on aikaa
vievad (Yle, 2018). Kevdidn 2019 molempien oppimairien ylioppilaskokeeseen
liittyneeseen kyselyyn vastanneista 70 % koki, ettd sdhkoisen kokeen tekeminen vei
enemmin aikaa kuin perinteisen kokeen tekeminen, joten vastausmuotojen vélilld on

havaittu olevan eroa ainakin ajankéytollisesti (Yle, 2019b).

Taman tutkimuksen aineisto keréttiin kokeella, jossa oli neljd tehtdvaa ja niihin tehtiviin
oli annettu valmiit ratkaisut. Tarkoituksena oli, ettd opiskelijat analysoivat nditd valmiina
annettuja ratkaisuja niin, ettd luettuaan ne opiskelijan tdytyisi pohtia, onko tehtdvédin
annettu valmis ratkaisu oikein vai ei. Tdmaén jilkeen hinen olisi perustellen korjattava ne
kohdat ratkaisusta, jotka olivat hiinen mielestdéin vdérin. Vastaajat, eli tdssd tapauksessa

pitkdn matematiikan opiskelijoiden ryhmad, oli jaettu kahteen pienempéédn ryhméén A ja



B, joista ryhmé A kirjoitti ratkaisunsa kahteen ensimmadiseen tehtdvédn tietokoneella ja
tamén jilkeen kahteen viimeiseen tehtdvéddn paperille. Ryhmé B ratkaisi samat tehtévit,
mutta aloitti vastaamalla kahteen ensimmaiseen tehtdvéén paperilla ja kahteen viimeiseen
tehtdvddn tietokoneella. Vastausmuodon vaihtamisella puolessa vélissd koetta oli
tarkoituksena se, ettd jokainen opiskelija pédsisi vastaamaan molemmilla tavoilla
riippumatta siitd kumpaa vastaustapaa opiskelija itse haluaisi kdyttda tai kumman tavan

hén itse kokee vahvemmaksi.

Tama tutkielma jakautuu lukuihin, joista Luvussa 2 késitelldén tyon teoriataustaa liittyen
muun muassa valmiiden ratkaisujen arviointiin ylioppilaskokeissa sekéd sdhkoisen ja
paperilla vastaamisen eroja yleisesti. Luvussa 3 kisitelldén tutkimuksen lahtokohtia, jossa
esitellddn esimerkiksi tarkemmin tutkimuksen toteutusta ja kokeessa olleita tehtdvia.
Seuraavassa Luvussa 4 kisitellddn tuloksia eli analysoidaan koetehtiviin saatuja
ratkaisuja eri kanteilta ja Luvussa 5 on tdmin tyon pohdinta, jossa kisitelldin muun

muassa tutkimuksen luotettavuutta ja jatkotutkimusaiheita.



Luku I1

Teoreettinen viitekehys

Tutkimuksen teoreettisena viitekehyksend toimii lukiolaisten matemaattinen ajattelu,
osaaminen ja ongelmanratkaisu. Lisdksi késitelldin perustelua ja argumentointia
lukiossa, uuden opetussuunnitelman tavoitteita lukion matematiikan opetukselle seké
valmiiden ratkaisujen arviointia ylioppilaskokeissa tehtdvétyyppind. Lopuksi kisitellddn
sahkoistd vastaamista ja eroja, joita paperilla ja sdhkoisesti tietokoneella vastaamisessa

on havaittu olevan.

2.1 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu on késitteend laaja. Vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman

perusteissa mainitaan, etta:

Matematiikan opetuksen tehtdivdnd on tutustuttaa opiskelija matemaattisen
ajattelun malleihin sekd matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin, opettaa
kéyttimddn puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd sekd kehittdd

laskemisen, ilmididen mallintamisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja.
(Opetushallitus 2015, s.129.)

Matemaattista ajattelua ei mééritelld sen tarkemmin opetussuunnitelmassa, joka johtunee
juuri kisitteen laajuudesta ja sen maédrittelyn hankaluudesta. Kuitenkin taustalla on
matemaattisen ajattelun kehittdminen. Kilpatrickin ym., (2001) mukaan matemaattinen

ajattelu sekd sen kiyttdminen kuuluvat matematiikan lisdksi myds laajempaan



kontekstiin. Matemaattiseen ajatteluun liittyy herkkyys tunnistaa tilanteita, joissa voidaan
kayttdd hyvéksi erilaisia tekniikoita ja ajattelutapoja. Matemaattisessa ajattelussa
keskeisid ovat konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto, jotka ovat matemaattisen tiedon

alalajeja.

Konseptuaalinen eli kisitteellinen tieto on “semanttinen verkko, jonka solmujen ja
linkkien tulkitsemiseen ja rakentamiseen yksilo kykenee osallistumaan, tiedostaen ja
ymmdrtden toimintansa perusteet sekd logiikan” (Haapasalo 2012, s. 53).
Konseptuaalisen tieto ilmenee esimerkiksi siten, ettd yksild osaa tunnistaa, tuottaa,
sanallistaa ja madritelld késitteitd sekd tunnistaa ja tuottaa esimerkkejé ja niihin liittyvid
vastaesimerkkeji. Lisdksi yksilo osaa kayttdd kisitteen muodostamiseksi eri esitystapoja
sekd muuntaa tietoa eri esitystavoista toiseen. Hin myds ymmértdd késitteiden eri
tulkintoja ja merkityksid sekd tunnistaa kédsitteen ominaisuudet. Yksilo osaa vertailla

kasitteitd keskendén ja ndkee kisitteiden verkkomaisen rakenteen eli semanttisen verkon.

Proseduraalinen tieto tarkoittaa “dynaamista ja tarkoituksenmukaista sddntojen,
menetelmien tai algoritmien (toimintakaavojen) suorittamista kdyttien hyviksi tiettyjd
esitystapoja’” (Haapasalo 2012, s. 51). Proseduraalisen tiedon kiyttdminen yleensi
edellyttdd yksiloltd esitystapojen taustalla olevien tietojdrjestelmidn rakenteen ja
esitysmuotojen ymmartdmistd. Tami ei kuitenkaan tarkoita, ettd proseduraalisen tiedon
kdyttdminen vaatisi ndiden ominaisuuksien tietoista ajattelua, jos suoritukset ovat jo

automatisoituneet laskurutiinin avulla. (Haapasalo, 2012.)

2.2 Matematiikan osaaminen

Valmiiden ratkaisujen arviointia voidaan kdyttdd matematiikan oppimisen menetelméni,
kun pidetddn mielessd se, etti matematiitkan osaaminen on paljon muutakin kuin
mekaanista tehtdvien ratkaisemista. PISA 2012 -tutkimukseen liittyvdassd PISA12

Ensituloksia -artikkelissa matematiikan osaaminen méaaritellddn seuraavalla tavalla:

Matematiikan osaaminen tarkoittaa yksilon kykyd muotoilla, kiyttdid ja tulkita
matematiikkaa erilaisissa tilanteissa. Se pitdd sisdllddn matemaattisen

pddttelyn sekd matemaattisten tietojen, kdsitteiden, menetelmien ja vilineiden



kéyttimisen ilmiciden kuvaamisessa, selittamisessd ja ennustamisessa. Se
auttaa yksiloitd tunnistamaan matematiikan merkityksen ympdroivissd
maailmassa ja tekemddn tarvittavia perusteltuja pddtoksid osallistuvina,

rakentavina ja ajattelevina kansalaisina. (Kupari ym., 2013, s. 11)

Matemaattinen osaaminen koostuu (Kilpatrick ym., 2001) mukaan viidestd osatekijista,
mitkd liittyvit edelld mainittuihin matemaattiseen ajatteluun, ymmartdmiseen ja sekd

myO6hemmin ldpi kdytdvaan ongelmanratkaisuun. Nama tekijat ovat:

1. Konseptuaalinen ymmdrtdiminen, johon kuuluu ymmaérrys matemaattisista
késitteistd, operaatioista ja ndiden vélisistd suhteista.

2. Proseduraalinen sujuvuus, joka ndkyy taitona toteuttaa matemaattisia
menetelmid joustavasti, tismaillisesti, tehokkaasti ja tarkoituksenmukaisesti.

3. Strateginen kompetenssi, joka siséltdd taidon muodostaa, esittdd ja ratkaista
matemaattisia ongelmia.

4. Adaptiivinen pddittely, joka sisdltdd kyvyn loogiseen ajatteluun, reflektointiin,
selityksiin ja perusteluihin.

5. Yrittelidisyys, joka koostuu yksilon asenteesta ndhdd matematiikka jarkevéni,
hyodyllisend ja kannattavana, mikd on kytkoksissd yksilon ahkeruuteen ja
tehokkuuteen.

Nidmi matemaattisen osaamisen tekijdt ovat toisistaan riippuvaisia ja niitd kuvataan
yleensi toisiinsa punoutuneina séikeind. Keskittymélld jokaisen sdikeen eli osatekijin
kehittimiseen, lisdd se matemaattista osaamista ja taitavuutta monipuolisesti. (Kilpatrick
ym., 2001.)

Konseptuaalinen ymmaértdminen liittyy vahvasti matemaattisen tiedon jirjestdmiseen,
joissa kisitteiden, operaatioiden ja niiden vilisten suhteiden ymmaértdminen perustuu
yhteyksien midran runsauteen. Uuden oppiminen ja mieleen palauttaminen on helpompaa
hyvin organisoidun tietorakenteen avulla. Ymmairtiden opitun tiedon palauttaminen on
helppoa, koska tieto voidaan muotoilla uudelleen. Jos opittu menetelma on ymmarretty,
niin on helpompaa péaitelld, onko mieleen palautettu menetelmé matemaattisesti mielekés
ja oikein. (Kilpatrick ym., 2001.)



Proseduraalinen sujuvuus liittyy niin taitoon kdyttdd matemaattisia menetelmid kuin
sithen, milloin ja miten niitd kuuluisi kdyttdd. Proseduraalinen harjoittelu vahvistaa
matemaattista ymmaérrystd ja menetelmén taustalla olevan matemaattisen rakenteen
ymmaértdminen vdhentdd virheen tekemisen todenndkoisyyttid. Siten konseptuaalinen
ymmaértiminen ja proseduraalinen sujuvuus ovat melko vahvasti kytkoksissé toisiinsa.
Ymmarryksen muodostumista voi haitata se, ettd menetelmid opetetaan ennen kuin itse
asia sen taustalla ymmarretdéin. Menetelmien kayttoon liittyy myos vahvasti saatujen

tulosten mielekkyyden arviointi. (Kilpatrick ym., 2001.)

Strateginen kompetenssi vaatii sen, etti opiskelija tietdd ratkaisustrategioita ja hanella on
kyky soveltaa omia tietojaan ja taitojaan. Ongelman ratkaiseminen ldhtee yleensi
litkkeelle sen esittimisestd jossakin muodossa, joita voivat olla esimerkiksi graafinen,
symbolinen, numeerinen tai sanallinen esitys. Ongelmaa voidaan ldahestyd esimerkiksi
algebrallisesti, arvaamalla tai péittelemélld tai jollain muulla tavalla. Matemaattisten
rakenteiden nékeminen ongelmien taustalla on my0s osa strategista kompetenssia. Eri
ongelmien ulkoiset seikat voivat hdmiti, koska ongelmilla voi olla samanlainen
matemaattinen rakenne. Ongelmanratkaisun kannalta onkin tirkedd tunnistaa ongelmien
samankaltaisuus ja niiden yhteys matemaattisiin késitteisiin. Siten strategiseen
kompetenssiin liittyy vahvasti proseduraalinen sujuvuus juuri valittujen menetelmien
kannalta. (Kilpatrick ym., 2001.)

Adaptiivinen paittely liittyy kykyyn ajatella asioita loogisesti erilaisten tilanteiden ja
ndihin liittyvien késitteiden vilisistd suhteista. Téhidn kuuluu myos todistaminen ja muu
deduktiivinen paittely. My0s intuitiivinen ja induktiivinen jérkeily liittyvét adaptiiviseen
paittelyyn. Olisi oppimisen kannalta tirkeda, ettd kykenee perustelemaan ja selittdméédn
omat ideansa, jotta ymmértdd omat perustelunsa ja siten kasvattaa konseptuaalista

ymmarrysté. (Kilpatrick ym., 2001.)

Kaikkien edelldi mainittujen osa-alueiden hallintaa auttaa yrittelidisyys. Kun
matematiikka koetaan mielenkiintoiseksi ja hyddylliseksi, motivaatio sitd kohtaan kasvaa
sekd ajattelun taidot padsevit kehittymédn. Kun matematiikkaan jaksaa ndhdé vaivaa ja
uskoo omiin kykyihinsd, niin samalla myo6s laskutaito, ongelmanratkaisukyvyt ja

soveltavien tehtdvien hahmottaminen paranevat. (Kilpatrick ym., 2001.)



2.3 Matemaattinen ongelmanratkaisu

Ballew ja Cunningham (1982) jakavat matemaattisen ongelmanratkaisutaidon neljdin

erilaiseen kykyyn, jotka ovat:

1. Kyky lukea ongelma: yksilo tunnistaa ongelman olemassaolon ja sen
vaatimukset.

2. Kyky tulkita ja kdsitelld sanallista informaatiota: yksilo 10ytéé ja kdyttdd vain
ongelman kannalta relevantteja tietoja ja kykenee yhdistimiin
tehtdvinannossa annetut tiedot kokonaisuudeksi.

3. Kyky  suorittaa  tarvittavat  laskutoimitukset: yksilo  hallitsee
peruslaskutoimitukset ja osaa soveltaa tarvittavia laskutoimituksia, jotta
tehtévi saadaan ratkaistua.

4. Kyky yhdistid ndmd taidot sanallisen ongelman kokonaisratkaisuksi: yksilo

hallitsee, osaa kiyttda ja soveltaa kolmea edelld mainittua kykya.

Téassd mallissa matemaattisen tiedon kasittely korostuu. Neljéds kyky vaatii kaikkia muita

kykyja toimiakseen, joka taas edellyttda yksiloltd kognitiivisia taitoja.

Matemaattisen ongelmanratkaisutaidon opettamista koulussa on tutkittu esimerkiksi
Leppdahon viitoskirjassa “Matemaattisen ongelmanratkaisutaidon opettaminen
peruskoulussa — Ongelmanratkaisukurssin  kehittdminen ja arviointi”. Téssd
tutkimuksessa keskityttiin ongelmanratkaisutaidon opettamiseen peruskoulussa, mutta
saatuja  tuloksia  voidaan  soveltaa ~my0s lukio-opetuksessa  tapahtuvaan
ongelmanratkaisuun. Leppdahon tutkimuksessa oppituntien aiheet oli valittu, suunniteltu
ja toteutettu siten, ettd tunnin aiheen oli liityttdvé jollain tavalla ongelmanratkaisuun.
Liséksi tuntien tiytyi olla kdytdssd olevan opetussuunnitelman mukainen ja oppituntiin
integroitavien oppiaineiden kiyton tiytyi tukea ndiden oppiaineiden siséltdjd. Leppdahon
tutkimuksessa tehdyn matemaattisen ongelmanratkaisutaidon opetus oli lisdnnyt
oppilaiden mielenkiintoa niin ongelmanratkaisua kuin itse matematiikkaa kohtaan.
Tutkimuksessa huomattiin, ettd opetuksen organisointi, matematiikan verbalisointi,
opetuksen ongelmakeskeisyys, luokan ilmapiiri ja opetuksen integrointi muihin
oppiaineisiin olivat matemaattisen ongelmanratkaisutaidon oppimista tukevia asioita.

Tutkimuksessa huomattiin myds, ettd oppilaiden matematiikan koetulokset paranivat



aikaisempiin verrattuna, kun oppitunneilla oli opeteltu ja harjoiteltu matemaattisia

ongelmanratkaisutaitoja. (Leppdaho, 2007.)

2.4 Perustelu ja argumentointi lukiossa

Nykyajan tietoyhteiskunnassa kriittisen ajattelun sekd argumentointitaitojen merkitys
korostuu ihmisten altistuessa uudelle tiedolle pdivittdin. Talloin uuden tiedon ja sen
esitystavan arvioiminen nousee esille tirkednd taitona eli kriittinen ajattelu péésee
kehittymdin luonnontieteiden ja matematiikan kouluopetuksessa melko hyvin.
Kriittiselld ajattelulla tarkoitetaan sellaista ldhestymistapaa, jolla ajattelun kohdetta
tarkastellaan huolellisesti, erittelevésti ja arvioivasti. Kriittinen ajattelija taas antaa
uudelle idealle mahdollisuuden ja arvioi, mitkd tekijiat tukevat idean toteutumista.
Kriittinen ajattelija omaa taitoja muodostaa itsendisesti harkittuja ja omia perusteluitaan
tutkailevia arvioita eri aiheista. Hdnelld on tahto sdilyttdd avoimuus oman ajattelun
korjaamiselle ja uusien oivalluksien tekemiselle. (Kurki & Tomperi, 2011.) Argumentti
itsessddn voidaan nidhdi perusteltuna véittimané, mikd yksinkertaisimmillaan koostuu
viitteestd, perusteluista ja viittauksista véitettd tukevaan havaintoaineistoon eli dataan
(Osborne, Erduran, Simon & Monk, 2001).

Vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman perusteissa yhtend pitkdn matematiikan
opetuksen tavoitteena on, ettd opiskelijaa rohkaistaan muun muassa omien ratkaisujen
keksimiseen ja niiden arviointiin kriittisesti. Tarkeda olisi myds ymmartii ja osata kayttaa
matematiikan kieltd oikein. Tdhin kuuluu esimerkiksi matemaattisen tiedon esittamista,
matemaattisen tekstin lukemista ja matematiikasta keskustelemista. Lisdksi tdhén kuuluu
se, ettd opiskelija oppii arvostamaan matemaattisten esityksien tdsméillisyyttd sekd
perustelujen selkeyttd. Opetuksen tavoitteena on my0s kehittdd opiskelijan kykyéa
kidsitelld, padtelli ja ratkaista ongelmia, mitkd auttavat opiskelijaa nidkemééin

matemaattisen tiedon loogisena rakenteena. (Opetushallitus, 2015.)

Lisdksi opetuksen tavoitteisiin kuuluu, ettd opiskelija tottuu tarkastelemaan matemaattista
tietoa sen ominaisella tavalla. Opiskelija tottuu oletuksien tekoon sekd niiden
tasmallisyyden tutkimiseen. T&hdn kuuluu myds oletuksien perustelut sekd ndiden

perustelujen pétevyyden arviointi ja tulosten mahdollinen yleistettivyys. Nédiden apuna



opiskelijan on osattava kéyttdd asianmukaisia matemaattisia menetelmis, teknisid

apuvélineitd seki tietoldhteitd. (Opetushallitus, 2015.)

Ylioppilastutkintolautakunta teetti kyselyn tammikuussa 2017 matematiikan, fysiikan ja
kemian opettajille, jolla haluttiin kerdtd tietoa siitd, mikd nididen alojen opettajia
mietityttdd digitaaliseen tutkintoon siirtymisessd. Yksi opettajia askarruttaneista aiheista
oli esimerkiksi se, kuinka laajasti ylioppilaskokeissa opiskelijoiden tekemissi
matematiikan vastauksissa tiytyisi ndkya vélivaiheet. Ylioppilastutkintolautakunta oli
vastannut, ettd vélivaiheiden sijaan kannattaisi puhua vastauksen perusteluista.
Opiskelijan tulisi pystyéd tuottamaan sellainen pééattelyketju, joka antaa tehtivanantoon
riittdvan ratkaisun. Matemaattisten vastauksien tuottaminen vaatii lukion opiskelijalta
digitaalisten  ohjelmistojen  oikeanlaista kiytt6d asianmukaisissa tilanteissa.
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2017a.)

Jokaisen ylioppilaskokeen jilkeen julkaistaan hyvin vastauksen piirteet. Esimerkiksi
kevddn 2019 matematiikan pitkdn oppiméérdn ylioppilaskokeen hyvin vastauksen
piirteissd (Ylioppilastutkintolautakunta, 2019b) on maééritelty se, minkélainen on hyva
tehtdvasuoritus. Kriteereind on muun muassa se, ettd ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut nithin rinnastettavat perustelut sekd lopputulos. Kokonaisuus ratkaisee
arvioinnissa ja ratkaisua on tarkoitus arvioida kolmessa osassa huomioiden ratkaisun
alku, vilivaiheet sekd lopputulos. Laskimen rooli arvioidaan tehtdvédkohtaisesti ja
esimerkiksi symbolisen laskimen kéyttd on tultava ilmi vastauksesta. Pelkédn vastauksen
antaminen ilman muita perusteluja analysointia vaativissa tehtdvissd ei ole hyvén
vastauksen piirteiden mukaisesti perusteltu vastaus. Pelkin vastauksen ilmoittaminen
rutiinitehtdvissd sekd laajempien tehtdvien rutiiniosissa laskimella laskettu tulos

tavallisesti riittdd. (Ylioppilastutkintolautakunta, 2019c.)

2.5 Uuden opetussuunnitelman tavoitteita

Uuden lukiolain tullessa voimaan 1.8.2019 joudutaan uusimaan myods kéytossd oleva
lukion opetussuunnitelma, joka julkaistaan marraskuussa 2019. Tami velvoittaa
lukiokoulutuksen jérjestdjid elokuusta 2021 alkaen. (Opetushallitus, 2019b.)
Matematiikan osalta lukion opetussuunnitelman perusteiden vuoden 2019 luonnoksessa
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matematiikan opetuksen tavoitteena on, etti opiskelija saa myonteisid kokemuksia, tottuu
pitkdjanteiseen tydskentelyyn sekd oppii luottamaan omiin matemaattisiin kykyihin,
taitoihin ja ajatteluun. Lisdksi opiskelija ymmartdd matematiikan niin itsendisend
tieteenalana kuin vélineend, jota kdytetddn apuna yhteiskunnan, talouden tai luonnon

ilmididen mallintamiseen tai ennustamiseen. (Opetushallitus, 2019a.)

Uutena lisdnd on myds se, ettd vahvistetaan opiskelijan matemaattisia valmiuksia jatko-
opintojen kannalta. Tarkoituksena on my®os se, ettd opiskelija harjaantuu mallintamaan
kidytdnnon ongelmatilanteita ja hyddyntdd niihin erilaisia ratkaisustrategioita. Lisdksi
tarkoituksena on, ettd opiskelija uskaltaa kokeilla, tutkia ja keksid matemaattisiin
ongelmiin ratkaisuja sekd esittdd omia ratkaisujaan selkedsti. (Opetushallitus, 2019a.)
Muuten uudessa lukion opetussuunnitelman luonnoksessa tavoitteet matematiikan osalta
ovat melko samat kuin aiemmassa vuoden 2015 lukion opetussuunnitelmassa, mutta
uudessa korostuu enemmaén opiskelijan oma aktiivinen toiminta seké vastausten ja niissé

olevien omien ratkaisumenetelmien perustelu.

2.6 Ratkaisujen arviointi

Tédmaén tutkimuksen yhteydessd valmiiden ratkaisujen arvioinnilla tarkoitetaan valmiina
annetun ratkaisun mahdollisten virheiden tunnistamista ja niiden korjaamista perustellen
tai annetun ratkaisun tunnistamista oikeaksi. Lukion opetussuunnitelman perusteissa
yleisesti matematiikan arvioinnista lukiokoulutuksessa sanotaan, ettd arvioinnissa on
kiinnitettdvd huomiota “laskutaitoon, menetelmien ja teknisten apuvdilineitten valintaan
ja kdyttoon sekd pddtelmien tdismdlliseen ja johdonmukaiseen perustelemiseen”
(Opetushallitus 2015, s. 129.) Siten valmiiksi ratkaistujen tehtdvien arviointi

tehtdvatyyppind tukee yleisesti lukiossa kdytdsséd olevaa arviointikulttuuria.

Ratkaisujen arviointia lukion matematiikassa on tutkittu esimerkiksi Jankon (2015) Pro
gradu -tutkielmassa “Valmiiden ratkaisujen arviointi lukion pitkdn matematiikan
oppimismenetelména”. Tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd, miten pitkdn matematiikan
opiskelijat kokevat valmiiden ratkaisujen arvioinnin oppimismenetelmind sekd onko
perusteltua kayttdd lukiossa téllaista menetelméé. Tutkimuksen tulokseksi oli saatu, etti

oppijat itse kokivat valmiiden ratkaisujen arvioinnin hyvédnd oppimismenetelménd ja
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vaikeusasteiltaan ratkaisujen arviointi sekd arviointien perusteleminen olivat tuntuneet
sopivan vaikeilta tehtaviltd, mutta eivit kuitenkaan ylitsepddseméttomiltd. Opiskelijoiden
mielesta téllaista oppimismenetelméa tulisi kdyttdd vain rajoitetusti eiké se saisi syrjayttaa
itse tehtdvien ratkaisemista. Lisdksi oppijat olivat kokeneet oppimistilanteet sitd
opettavaisempina, mitd enemmaén tilanteissa oli laskettu. Tétd perusteltiin esimerkiksi
siten, ettd muunlaisten oppimismenetelmien kdytostd lukiolaisilla on kokemusta hyvin
vdhédn. (Jankko, 2015.) Valmiiden ratkaisujen arviointia on toteutettu myos ryhmaéssa
tehtynd, jolloin ryhmélle on annettu pohdittavaksi jo jonkin vanhan kokeen tehtdvéin
tehty valmis ratkaisu, koska sen on ajateltu lisddvin opiskelijoiden arviointitaitoja ja

samalla myds heiddn matemaattiset taitonsa kehittyvit (Eronen, 2019).
2.6.1 Valmiiden ratkaisujen arviointi ylioppilaskokeissa

Tehtavityyppind valmiiden ratkaisujen arviointi on melko uusi, jonka vuoksi sitd ei ole
ollut paljoakaan esimerkiksi matematiikassa tehtdvityyppind kummankaan oppimééran
ylioppilaskokeissa. Uusimman eli vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman kéyttoonoton
jilkeen pitkdn oppimiddrdn matematiikan ylioppilaskokeissa valmiiden ratkaisujen
arviointia on ollut vuoden 2017 alusta jokaisessa kokeessa, myds ensimmdiisessd
sdahkdisessd ylioppilaskokeessa kevailld 2019. Naissd viidessd kokeessa valmiiden
ratkaisujen arviointia on ollut yhden tehtidvédn tai osatehtdvin verran jokaista koetta
kohden. (Yle, 2019a.)

Ennen vuotta 2017 jarjestetyissd pitkdn ja lyhyen oppimddrdn matematiikan
ylioppilaskokeissa valmiiden ratkaisujen arviointia ei ole ollut. Tdhén on vaikuttanut mité
luultavimmin se, ettd vuoden 2015 lukion opetussuunnitelma otettiin kdyttoon 1.8.2016
ensimmadisend lukion aloittavilla opiskelijoilla ja tdmin jdlkeen opetussuunnitelman

kédyttoonotto eteni aloittava vuosiluokka kerrallaan. (Opetushallitus, 2015.)

Ylioppilastutkintolautakunnan vuoden 2018 matematiikan digitaalisen kokeen
maidrdyksien mukaan koesuorituksia arvioitaessa kiinnitetddn huomiota muun muassa
sithen, ettd ratkaisussa nédkyy laskut ja muut perustelut sekd lopputulos tehtivanannon
ohjeistuksen mukaan. Hyvin tehdystd suorituksesta nikyy, miten opiskelija on pdétynyt
saatuun vastaukseen. Tdmaén lisdksi on huomioitava, ettd vastauksen on oltava riittdvin

selked, jotta tarkastaja ymmartdd vastauksen merkityksen. Merkinndt eivdt saa mennd
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vastauksessa sekaisin ja valittua merkintdtapaa on hyvé tukea selityksilld, ellei kyseessi
oli kansallisten kéytdntdjen mukainen merkintédtapa. Ylioppilaskokeissa kédytossd olevia
ohjelmia saa kayttdd tehtdvii ratkaistaessa hyviksi ja sen tuottamaa ratkaisua ei tarvitse
kirjoittaa uudelleen, jos silld tavoin saatu ratkaisuesitys on itsessddn selked.
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2018c.) Nami ohjeistukset koskevat ylioppilaskokeiden
tarkistajia, eli opettajia sekd Ylioppilastutkintolautakunnan sensoreita, mutta niita
ohjeistuksia soveltaen ja noudattaen myds opiskelijat voivat arvioida valmiiksi annettuja

ratkaisuja.

Kevddn 2017 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtdvidssd 10 (Kuva 1) tiytyi
arvioida kolmen henkilon tekemid vastauksia ja kertoa sen jélkeen, kenen tekemé vastaus
on oikein. Tehtdvinannossa on myods késketty etsid vididrien ratkaisujen virheet sekid

esittdd ndiden tilalla korjatut ratkaisut. (Ylioppilastutkintolautakunta, 2017b.)

Tiedetadn, ettd h(z) = g(f(z)), f(z) = €* ja g(x) = 22 + 1. Elmeri ja Uolevi laskevat
derivaatan h'(z) seuraavalla tavalla:

Elmerin ratkaisu: Uolevin ratkaisu:

fz) = e h(z) = g(f(@)) = 2e"P +1 = 267 +1
g'(z) = 4z W(z) = 2e" - (22)

joten I (z) = ¢'(f(x)) = 4e® joten B/(z) = dze

Mari saa laskimella vastaukseksi 4¢?*. Kenen vastaus on oikein? Etsi viiirien ratkaisujen
virheet ja esitd korjatut ratkaisut.

Kuva 1. Kevididn 2017 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtdvd 10.
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2017b)

Vuoden 2017 syksyn kokeen tehtidvéssd 2 (Kuva 2) on annettu kahteen eri yhtdloon
ratkaisut. Ratkaisuissa vélivaiheet ovat menneet sekaisin ja b-kohtaan on lisdtty yksi
ylimddrdinen vélivaihe, joka ei kuulu tehtdvin ratkaisuun. Opiskelijan tiytyi téssd
tehtdvissd jirjestdd vélivaiheet oikeaan jérjestykseen. (Ylioppilastutkintolautakunta,
2017c.)
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2. a) Hannele on ratkaissut yhtélon

2(z* 4+ x4 3) = 8(x + 1) + 227,

mutta valivaiheet ovat menneet sekaisin.

Merkitse vilivaiheet (B)-(F) alla olevaan taulukkoon niin, ettd ne muodostavat yh-
talon loogisesti etenevin ratkaisun. Vastausta ei tarvitse perustella.

(A) 2(z* +x+3) =8(x + 1) + 22°

[ w1

(©) | z+3=4d(x+1) |

(D) z+3-4-a=4dz+4-4—=z |
(B)| z4+3=4z+4 |

(F)| 22 +2+3=4(z+1)+2° |
(@) z=—1

Vilivaiheen jirjestysnumero | 1 | 2 3 4 5 6 |7
Vilivaihe A G

b) Myoés Pauliinan laskun vilivaiheet ovat menneet sekaisin, ja lisiksi mukaan on tullut
vksi johonkin muuhun laskuun kuuluva vélivaihe.
Tehtévina on valita alla olevista kohdista (B)—(F) nelja ja jérjestdd ne niin, ettd niistd

muodostuu yhtalon

20+ 4dx =2 +8

ratkaisu. Vastausta ei tarvitse perustella.

(A) 20 + 4z = 2* +8
(B) | a?—dz=12 |
(©)| 2’ +42+16=0 |
(D) | z—2==+4 |

(B) | 2?—4s+4=16 |
(F) | (x-2?=4 |
(G) x=-2taixz =6

Kuva

Vilivaiheen jérjestysnumero | 1 | 2 3 4 )

Qlo

Vilivaihe A

2. Syksyn 2017 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtdva

(Ylioppilastutkintolautakunta, 2017c)
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Kevéidn 2018 kokeen tehtdvissd 10 (Kuva 3) on annettu kaksi valmista ratkaisua, jotka
on perusteltu eri tavoilla. Ndissd molemmissa ratkaisuissa on kuitenkin lopulta paadytty
samaan ratkaisuun. Opiskelijan taytyi tehtdvian a-kohdassa perustella, mitd matemaattisia
kaavoja ratkaisuissa on kdytetty, tehtdvin b-kohdassa esittdd graafisesti opiskelijan
ratkaisuun liittyvd pééttely sekd c-kohdassa selittdd toisen opiskelijan ratkaisun
eteneminen alusta loppuun vaiheittain. (Ylioppilastutkintolautakunta, 2018a.)
Annukka ja Fareed yrittdvit laskea seuraavien vektoreiden pistetulon ilman laskinta:
u = TCOS%;—F 7Si11%3 ja v = 3(305%2_'4—33111%3.

Heidéan ratkaisunsa ovat seuraavat.

Annukan ratkaisu Fareedin ratkaisu

U = T(cos Zi+sinZ j)-3(cos 5T i+sin§F j) | Vektorien pituudet: [u] = 7 ja [7] = 3
= 21(cos T cos 3% + sin 7 sin 3F) Pistetulon kaava: w-v7 = 7 - 3 cos(u, )
=2l cos(5F — T) Vektorien vilinen kulma: 32 — I = %

=2lcosZ =2 Siten -7 = 2l cos T = 4.

a) Annukka ja Fareed ovat kiyttineet eri kaavoja pistetulon laskemiseksi. Esitd ndma
kaavat yleisille vektoreille @ = a,i + a,7 ja b= b,i + b,J.

b) Fareed on laskenut vektorien pituudet ja niiden vilisen kulman. Esitd vektorit graa-
fisesti ja merkitse kuvaan, miten Fareed on péitellyt vektorien vélisen kulman.

c) Selita lyhyesti rivi riviltd, miten Annukan ratkaisu etenee.

Kuva 3. Kevididn 2018 pitkdin matematiikan ylioppilaskokeen tehtdvd 10.
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2018a)

Vuoden 2018 syksyn kokeen tehtdvissd 11 (Kuva 4) on annettuna valmiina kaksi kuvaa
ja ndiden kuvissa olevien geometristen kuvioiden avulla on vietdvé tehtdvin tarkastelu
loppuun. Mitdén valmista ratkaisua ei tdssd tehtdvissd ole, mutta tehtdvassid annetaan
olettaa, ettd kuviot ovat opiskelijan piirtimi ja siten ovat osa valmiina annettua ratkaisua.
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2018b.)
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Alla olevien kuvioiden kaksi tilannetta ovat syntyneet erddn abiturientin harjoitellesse
dynaamisen matematiikkaohjelman kiyttod. Tehtivind on auttaa hinti vieméén tarkas-
telu loppuun molemmissa tapauksissa.

a) Mitd ympyradn liittyvid lausetta abiturientti tutkii kuvassa 17 Kirjoita lause mah-
dollisimman tasmallisia termejéd kiyttamalla. (1 p.)

b) Abiturientti tarkastelee kuvassa 2 nikyvin kolmion merkillista pistettd P. Miki tamé
piste on? Minké pisteeseen P liittyviin geometrisen ominaisuuden abiturientti vo:
todentaa, jos hiin piirtdda ympyrin, jonka keskipisteend on P ja jonka sidde on sopivar
mittainen? (1 p.)

c) Perustele joko a-kohdan lause, kun pisteet A, M ja C ovat samalla suoralla, tai
b-kohdan ominaisuus. (4 p.)

C

o =5H3.18° 3 =106, 36"

Kuva 4. Syksyn 2018 pitkin matematiikan ylioppilaskokeen tehtdvd 11.
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2018b)

Kevididn 2019 kokeessa valmiina annetun ratkaisun arviointia 18ytyi tehtévésti 10, jonka
nimi on “Pohditaan sarjoja” (Kuva 5). Tehtdvin ensimmaéisessd osassa 10.1 on valmiina
annettu opiskelijan tekeméa sarjoihin liittyva paéttelyketju. Tehtdvédssd kysytddn, mika

annetussa pééttelyssd on mennyt vairin. (Ylioppilastutkintolautakunta, 2019a.)
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10.1. Mikéa seuraavassa paattelyssa on vaarin?

[s.0] 1 [s.¢]
"Koska Zx” = , niin 22" =-=1."
n=0 I—x n=0

Kuva 5. Kevididn 2019 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtdvian 10 “Pohditaan

sarjoja” osa 10.1. (Ylioppilastutkintolautakunta, 2019a)

Lyhyen matematiikan kokeissa on myos ollut valmiiden ratkaisujen arviointia. Syksyn
2019 lyhyen matematiikan ylioppilaskokeessa valmiina annetun ratkaisun arviointia oli
tehtdvassi 4, jonka nimi on "Numerotemppu” (Kuva 6). Tehtdvéssad on annettu ohjeet (a)
- (g), joita noudattamalla vastaaja kertoo luvun. Numerotempun tietdva henkild osaa
paitelld tdstd luvusta, milloin vastaaja on syntynyt ja minkd luvun vastaaja on valinnut
numerotempun kohdassa (a). Opiskelijan tdytyi tehtdvéssd selittdd numerotempun idea
matemaattisesti eli se, miksi numerotemppu toimii vain tietyn ikéisille vastaajille.
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2019c.)

Riikka on kehittanyt seuraavan numerotempun ja testaa sitd serkullaan Almalla. Alma on syntynyt 1.2.2000.
Riikka esittdd Almalle seuraavat askeleet:

(a) Valitse luku valilta 1-9.
(b) Kerro valitsemasi luku luvulla 2.
(c) Lisad saamaasi lukuun 5.
(d) Kerro nyt saamasi luku luvulla 50.
(e) i) Jos olet jo viettdnyt syntymapaivaasi tdna vuonna, lisda lukuusi luku 1769.
i) Jos et ole viela viettdnyt syntymapaivaasi tdnd vuonna, lisda lukuusi luku 1768.
(f) véhenna nyt tuloksesta syntymavuotesi.
(g) Kerro, minka tuloksen olet saanut.

Kun Alma vastaa 319, niin Riikka tietadd kertoa, ettd Alma on 19-vuotias ja etté han valitsi alussa luvun 3.

Selitd matemaattisesti, miksi Rilkan numerotemppu toimi Almalle, ja miksei se toimi Alman isoisodidille, joka on
yli 100-vuotias.

Kuva 6. Syksyn 2019 lyhyen matematiikan ylioppilaskokeen tehtivd 4
“Numerotemppu”. (Ylioppilastutkintolautakunta, 2019c)
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Valmiina annetun ratkaisun arviointia siséltévid tehtdvid lyhyessd matematiikassa oli
myo0s syksyn 2017 ylioppilaskokeessa. Siind kokeessa tehtdvd 3 oli sama kuin saman
koekerran pitkén oppiméddrdn matematiikan kokeen tehtdva 2, joka on esitelty aiemmin
Kuvassa 2 (Ylioppilastutkintolautakunta, 2017d). Muissa lyhyen matematiikan kokeissa
valmiina annettujen ratkaisujen arviointia ei ole ollut, kun taas pitkdn matematiikan
kokeissa sen tyyppisié tehtdvid oli kaikissa muissa kokeissa samoina vuosina pois lukien
syksyn 2019 ylioppilaskoe. (Yle, 2019a).

2.7 Sihkoinen ja paperilla vastaaminen

Sahkdiseen vastaamiseen liittyvid tutkimuksia on tehty enimmaékseen sellaisista kokeista,
joissa ei ole tarvinnut kirjoittaa matemaattista tekstid. Kun tehtdvénannot ja
vastausvaihtoehdot ovat ennalta méérittyja ja suljettuja, kuten monivalintatehtévissa, niin
tietokoneella ja paperilla tehtdvdt kokeet voidaan suunnitella ja toteuttaa ldhes
samankaltaisina (Noyes & Garland, 2008). Sen vuoksi tutkimuksen kohteena on ollut
enimmikseen monivalintatehtivid sisdltdvid testejd, koska niitd on ollut melko helppo
muuntaa paperikokeista sdhkdisiksi kokeiksi. Siksi seuraavaksi tarkastellaankin yleiselld
tasolla sitd, mitd onnistunut vastaaminen sahkdisesti vaatii verrattuna perinteiseen kynalla

ja paperilla vastaamiseen.

Tédmin tutkimuksen kannalta on tirkedd miettid millaisia eroja kyni-paperitekniikalla ja
sahkoisesti (tietokoneavusteisesti) vastaamisella on. Clarianan ja Wallacen (2002)
mukaan kaksi suurinta eroa nididen kahden tavan vililld on se, kuinka vuorovaikutteinen
vastausalusta on sekd alustan fyysinen koko; silmédd miellyttavésti esitetty tiedon mééra
tietokoneen ndyt6lld on vain kolmasosan siitd, mité se standardikokoisella A4-paperilla
olisi. Lisdksi tarvittavat taidot, joita tietokoneavusteinen ja kyné-paperitekniikalla
vastaaminen vaativat, ovat erilaisia: sdhkoisessd ympiristossd tdytyy olla enemmaén
vuorovaikutuksessa alustan kanssa, joka lisdd opiskelijoiden keskittymistd tehtdvéddn
jokaisen tehtévin kohdalla. Vuorovaikutuksella sédhkodisessd ymparistdssd tarkoitetaan
sivun rullaamista, nédppdilyd tai klikkaamista, jotta esimerkiksi annettu tehtdvénanto

saataisiin ndkyville. Kynéd-paperitekniikalla vastattaessa vuorovaikutus on vihdisempéa,
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koska opiskelija voi tarkastella sivun kysymykset melko nopeasti ja voi kéddnnelld

koepapereita edestakaisin. (Clariana & Wallace, 2002.)

Bugbeen (1996) mukaan tietokoneella tehtdvét testit ovat yleisesti ajateltu olevan
myonteinen asia monelta kantilta: testausaika on lyhyempi, vastaaminen helpottuu, testi
on turvallinen seki pisteytys nopeutuu. On kuitenkin hyvd muistaa, ettd tutkimustuloksia
on monenlaisia ja toisistaan eroavia hydtyjen kannalta. Esimerkiksi testitilanne ei ole
oikea paikka testin tekijdlle alkaa opetella tietokoneen kdyttdd tai muita siihen liittyvid
vélineitd. Testin tuloksiin saattaa vaikuttaa alentavasti esimerkiksi se, miten testin tekija
kokee ahdistusta ja turhautuneisuutta tietokoneen takia. On testin valvojan vastuulla olla
perilld siitd, miten toimia tilanteissa, joissa tietokoneen kanssa mahdollisesti esiintyy

ongelmia. (Bugbee, 1996.)

Muutamia pditelmid voidaan tehdd tietokoneella tehtdvéddn testaukseen liittyen. Naitd
ovat Bugbeen (1996) mukaan esimerkiksi se, ettd tietokone- ja kyné-paperiperustainen
testaus voivat olla keskenddn ekvivalentteja, mutta on testin kehittidjan vastuulla osoittaa
se. Testien ndyttdminen samalta ei tee niistd samanlaisia, koska ndiden kahden
vastaustekniikan vélilld ei ole yhtenevyyttd luontaisesti. Térkedd on myds testitulosten
vertailun sdilyvyys ja se, ettd tietokoneiden kéyttdminen testaustilanteessa saattaa
vaikuttaa testaukseen parantamalla tai huonontamalla testin tuloksia. Testaajan on hyva
omata vihintddn perustuntemus tietokoneohjelmistoista, jotta sdhkoistd testid voidaan
tehokkaasti hyodyntdd ja tulkita saatuja vastauksia. (Bugbee, 1996.) Vaikka kyseessd
onkin jo parikymmentd vuotta vanha artikkeli, on sen péddtelmit edelleen relevantteja
nykypéivédnd, kun suunnitellaan ja toteutetaan sdhkoistd koetta ja testaamista. Jo tuolloin
Bugbee (1996) on ollut sitd mieltd, ettd maailman muuttuessa enemmaéin
tietokonepainotteiseksi, niin samalla my0s testaaminen muuttuu sithen suuntaan ja
lahitulevaisuudessa tietokoneen kayton lisddma testiahdistus vihenee sitd mukaan miti

enemmaén kayttdjit kasvattavat tietimystiin tietokoneista ja tottuvat niiden kayttoon.

Tutkimusten mukaan on huomattu eroja my0s siind, miten tehtivien tekoa ja ratkaisuja
suunnitellaan. Akerfeldtin (2014) mukaan opiskelijoilla, jotka kiyttdvit kyni-
paperimenetelméd, on kiytdssddn rajoitettu madrd vaihtoehtoja tekstin muokkaamiseen.

Testitilanteissa tdmé saattaa rajoittaa opiskelijoita, koska useimmiten he muotoilevat
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kokonaisia lauseita mielessddn ennen kuin kirjoittavat ne ylos. Tdméa voidaan huomata
esimerkiksi siten, ettd opiskelijat ottavat toistuvasti pienié taukoja ennen kirjoittamista ja
he harvoin muokkaavat kirjoittamaansa tekstid verrattuna séhkoisessd ympaéristossa
tyoskenteleviin  opiskelijoihin.  Lisdksi sdhkoOisessd  ympéristossd — kirjoittavien
opiskelijoiden on huomattu kéyttivdn tietokoneen nidyttod ja ndppdimistod ajattelun
tyokaluna: usein opiskelijat aloittavat lauseiden kirjoittamisen, pyyhkivit sen pois ja
aloittavat uudelleen. Téllaisissa tapauksissa ndyttéd kdytetddn ajattelun ulkoistamisen
alustana ja silloin niyttd ja nippdimistd ovat ajattelun jirjestelyn apuvilineiti. (Akerfeldt,
2014.)

Kansallinen koulutuksen arviointikeskus on julkaissut vuonna 2016 tutkimuksen “’Léksyt
tekijddnsd neuvovat — Perusopetuksen matematiikan oppimistulosten arviointi 9.
vuosiluokalla 2015”. Tdssé tutkimuksessa noin puolet vastanneista oppilaista suoritti joko
paidssilasku- tai monivalintatehtdvét sdhkdisesti tietokoneella ja toinen puoli oppilaista
suoritti tehtdvit paperilla. Paperi- ja sdhkoversioilla saatuja vastauksia vertailtiin
keskenddn. Tutkimuksessa huomattiin, ettd monivalintatehtdvissd paperiversion
suorittaneet oppilaat menestyivét keskimairin 2 prosenttiyksikkdd paremmin verrattuna
sdahkoisesti vastanneisiin oppilaisiin. Samoin paédssilaskutehtdvissa paperilla suorittaneet
oppilaat menestyiviat sdhkoversion suorittaneita keskimiddrin 4 prosenttiyksikkoa
paremmin. Molemmissa tapauksissa ero oli tilastollisesti merkitsevd, mutta kdytannossa

kuitenkin varsin pieni. (Julin & Rautopuro, 2016.)

Sahkoisen ja paperilla saatujen vastausten eroja oli tutkimuksessa selitetty silld, ettd
oppilaat eivit ole tottuneet vastaamaan matematiikan kokeissa sdhkoisesti ja se oli
aiheuttanut oppilaille uusia haasteita esimerkiksi vastaamisen tarkkuuteen liittyen.
Térkednd seikkana huomattiin se, ettd sihkodisen vastaamisen ympdriston on oltava
kéaytettavyydeltddn hyvd. Huomioitavaa oli myos se, ettd poytdkoneella tai kannettavalla
tietokoneella tuotettujen sdhkoisten tehtdvien ratkaisut olivat paljon paremmat kuin

minikannettavalla tai tabletilla suoritetut tehtévit. (Julin & Rautopuro, 2016.)
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Luku III

Tutkimuksen lahtokohdat

Téssd luvussa esitelldén tutkimuksen tavoitteet ja tutkimuskysymykset. Tdmén jilkeen
kiyddan lapi tutkimuksen toteutus, jossa kerrotaan tarkemmin kokeen kéytdnnon
jarjestelyistd sekd koetehtdvien luonteesta ja sisélldistd. Lopuksi kerrotaan saadun

tutkimusaineiston analysointimenetelmista.

3.1 Tutkimuksen tavoitteet

Tarkoituksena on tutkia, minkélaisia eroja ja yhtéldisyyksid ongelmanratkaisukeinoissa
ja ratkaisujen perusteluissa on, kun samat tehtévit ratkaistaan kirjoittaen perinteisesti
paperille ja sdhkoisesti tietokoneella. Tehtdvit ovat tyypiltddn sellaisia, ettd niissd on
annettu tehtdviananto sekd tdhdn valmiiksi annettu ratkaisu. Opiskelija joutuu tdmén
pohjalta pohtimaan, onko annettu tehtdvén valmis ratkaisu oikein vai véérin. Jos ratkaisu
on opiskelijan mielestd jollain tavalla vdirin, niin se tidytyy korjata perustellen oikeaksi.
Jos ratkaisu taas on opiskelijan mielestd valmiiksi oikein, riittdéd todeta vastauksen olevan

oikein eiki titd tarvitse perustella enempéd.

Yksi tdmédn tutkimuksen tavoitteista on lisdtd opiskelijoiden matemaattisia
argumentointitaitoja, joiden lisdiminen on myds yksi lukion opetussuunnitelman
asettamista tavoitteista matematiikan osalta. Tdhdn liittyy esimerkiksi se, miten
opiskelijat kykenevit sanallistamaan omia ratkaisujaan eli miksi he ldhtevét korjaamaan

tiettyjd osia valmiina annetuista ratkaisuista. Vélineen vaihdolla kesken kokeen halutaan
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sitd, ettd jokainen opiskelija saa kokeilla molempia vastausmuotoja ja vastaaminen olisi
siten tasapuolista kaikille opiskelijoille. Liséksi tarkoituksena on tutkia sitd, missd méérin
matematiikan tehtdvien vastauksissa kéytettdvd tekniikka vaikuttaa vastausten
tuottamiseen ja niiden sisdltdihin. Tamain taustalla on se tosiasia, ettd opiskelu lukiossa
on jo muuttunut viime vuosien aikana paperilla tydskentelystd sdhkoiseen tydskentelyyn
tietokoneella. Kirjoitusten ollessa nyt kokonaan séhkoiset, on se lisinnyt myos lukion

kurssien opiskelun padpainon tietokoneella tehtaviksi.
Tutkimuskysymykset ovat seuraavat:

Miten hyvin opiskelijat kykenevét arvioimaan valmiina annettuja ratkaisuja?

2. Minkélaisia eroja opiskelijoiden ratkaisuissa on verrattaessa tietokoneella ja
paperilla tehtyjd vastauksia?

3. Miten tietokoneella ja paperilla vastaaminen vaikuttaa opiskelijoiden

ratkaisuihin?

3.2 Tutkimuksen toteutus

Tutkimus toteutettiin huhtikuun 2019 lopussa erddssd pohjoissavolaisessa lukiossa
kurssin MAAS - Analyyttinen geometria vélikokeena. Kokeen tekoon oli varattu aikaa
75 minuuttia ja sithen osallistui yhteensd 22 lukion ensimmadisen vuoden opiskelijaa.
Tutkimuksen kohteena olleessa ryhméssd opiskeli vastaajajoukkoa suurempi ryhmi,
mutta kaikki eivét tulleet vilikokeeseen paikalle erindisistd syistd, mikd pienensi
tutkimusjoukkoa. Tutkimuksen toteutuksessa olivat paikalla kokeeseen osallistuneet
opiskelijat sekd heidin matematiikan opettajansa, joka valvoi koetilannetta. Opiskelijoille
kerrottiin kokeen tehtdvityyppien normaalista poikkeavasta luonteesta juuri ennen koetta
ja kehotettiin vield erityisen huolellisesti lukemaan kokeessa olevat ohjeet. Kokeen
jérjestelyistd eli vastaamisalusta vaihdosta kahden tehtdvén jdlkeen oli kerrottu etukéteen
opiskelijoille. Kurssin alkaessa opettaja oli myds kertonut tutkimuksesta, johon kurssin

vélikoe tulisi liittymé&én.

Tutkimusaineisto kerittiin Liitteessd A olevalla kokeella, jossa olevat tehtdvénannot ja

valmiina annetut ratkaisut suunniteltiin toteutuslukion matematiikan opettajan antamien
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toiveiden ja aiheiden pohjalta. Tehtdvien suunnittelussa kéytettiin apuna lukiossa
kéytossd olevaa oppikirjaa, josta voitiin katsoa esimerkkid kokeen aiheita kasittelevista
tehtdavistd. Tehtdvien suunnittelun apuna kaytettiin myds opettajan aiempina vuosina
kayttdimid koetehtdvid. Nididen pohjalta voitiin suunnitella tehtdvdnannot sekd niihin
valmiina annettavat ratkaisut. Koska kyseessd oli vilikoe eikd kurssin loppukoe, oli
tehtdvien oltava tasoltaan perustehtivid ja kisiteltdvin tasaisesti vélikoealuetta. Tdhdn

vilikokeeseen saatuja vastauksia kdytettiin tutkimuksen aineistona.

Tehtdvid vélikokeessa oli neljd kappaletta, jotka késittelivdt analyyttisen geometrian
aiheita suoran kulmakerroin ja yhtéld, suorien yhdensuuntaisuus ja kohtisuoruus seké
pisteen etdisyys suorasta. Jokaisessa valmiina annetussa ratkaisussa oli jokin virhe tai
virheitd liittyen tehtdvdn aiheisiin, jotka opiskelijjoiden tdytyi perustellen korjata.
Valmiina annettujen ratkaisujen arviointi vie enemmén aikaa kuin pelkén tehtdvéinannon
lukeminen jo pelkéstdén sen takia, ettd luettavaa tekstid on enemmén kuin yhteen
tehtdvianantoon verrattuna. Tehtdvien luonteen sekd koeajan rajallisuuden vuoksi
tehtdvdnannot tdytyi suunnitella siten, ettd ne ovat kuitenkin selkeitd eikd niiden
lukemiseen ja ymmairtdmiseen mene liian kauan aikaa. Yksi kokeen suorittamista
nopeuttanut tekiji oli se, ettd yksikddn valmiina annettu ratkaisu ei ollut tdysin vairin
ratkaistu, vaan osa ratkaisusta oli jo osittain oikein. Kokeesta ei kuitenkaan ollut

mahdollista saada hyvdi arvosanaa vain toteamalla kaiken olevan oikein.

Tehtdvien asettelu kokeessa oli sellainen, ettd ensin oli annettu tehtidvinanto ja timén
alapuolella oli tehtivéaéan liittyva ratkaisuyritys eli valmiina annettu ratkaisu. Paperisessa
versiossa valmiina annetun ratkaisun alapuolelle oli jétetty tyhjéa tilaa, johon opiskelija
pystyi omaa ratkaisuaan kirjoittamaan, mutta paperilla oli mahdollista perustella my6s
muualle paperissa olleeseen tyhjddn tilaan. Sdhkoisessd versiossa valmiina annetun
ratkaisun alapuolelle oli jatetty tyhjd tekstikenttd oman ratkaisun perustelemista varten.
Sahkoisen vastaamisen ympdristond kaytettiin yleisesti lukio-opinnoissa tédlld hetkelld
kéytossd olevaa Abitti-koejérjestelméd, jota opiskelijat olivat jo kdyttdneet aiemmissa
kurssikokeissa vastausalustana. Sdhkoisesti tietokoneella vastaamalla ei ollut mahdollista
vastata muualle kuin vastaukselle varattuun tekstikenttdéin. Esimerkiksi annetun
tehtdvinannon ja valmiina annetun ratkaisun kopioiminen ja liittdiminen tekstikenttién oli

mahdollista.
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Tutkimus toteutettiin paperisena ja sdhkdisend versiona siten, ettd jokainen opiskelija
vastasi kahteen kokeen tehtidvadn paperilla ja kahteen tehtdvéddn sidhkoisesti. Opiskelijat
oli jaettu sattumanvaraisesti kahteen ryhmdiin, joista ensimmdinen ryhmd vastasi
tehtdviin yksi ja kaksi tietokoneella ja tehtéviin kolme ja neljd paperilla. Toinen ryhma
vastasi ensin tehtdviin yksi ja kaksi paperilla ja tehtdviin kolme ja nelja sdhkdisesti
tietokoneella. Niin paperinen kuin séhkdinen vastaaminen toteutettiin samassa tilassa
koejérjestelyiden ja kokeen valvonnan helpottamiseksi. Yksi opiskelija vastasi jokaiseen
neljdin tehtdvddn paperilla, mutta myos hénen ratkaisunsa otettiin huomioon vastauksia
analysoitaessa. Tdma vaikutti vastaajaryhmien kokoon siten, ettd Tehtdviin 1 ja 2 saatiin
molempiin 10 ratkaisua tietokoneella tehtynd ja 12 ratkaisua paperille vastattuna.
Tehtédviin 3 ja 4 ratkaisuja saatiin molemmilla vastaustavoilla 11 kappaletta molempiin

tehtaviin.

Tutkimukseen osallistuminen oli vapaachtoista eikd tutkimusluvan antamatta jattiminen
vaikuttanut kurssin arviointiin eikd sen suorittamiseen millddn tavalla. Kaikkien
opiskelijoiden tekemit tehtdviratkaisut annettiin eteenpdin tutkimuskdyttoon siten, etti
vastauksista oli poistettu kaikki tunnistettavat henkildtiedot, kuten opiskelijan nimi.
Opiskelijoiden tekemét ratkaisut oli myds jaoteltu tehtivittdin, joten ei ollut mahdollista
tietdd, mitkd vastaukset Tehtdviin 1 - 4 ovat saman opiskelijan tekemid. Tutkimuksesta ja
sithen osallistumisesta kerrottiin opiskelijoille vield suullisesti ennen koetta sekd
kirjallisesti kokeen vastausalustalla ennen varsinaisia koetehtdvii. Lupaa opiskelijoiden
ratkaisujen luovuttamisesta tutkimuskayttoon kysyttiin kirjallisena Liitteessd B olevalla
lomakkeella, joka oli sijoitettu vastausalustalle koetehtdvien yldpuolelle. Vilikokeen

tehtévien oikeat ratkaisut 16ytyvét Liitteestd C.

3.3 Koetehtavit ja niiden valmiit ratkaisut

Liitteestd A 10ytyvissd koetehtdvissd ensimmadisen tehtdvdn aiheena oli suoran
kulmakerroin, jonka a-kohdassa tiytyi mairittdd kulmakerroin annettujen pisteiden avulla
ja b-kohdassa téytyi kertoa, minkdlainen timi suora on. Annetussa ratkaisuyrityksessa
kulmakerroin on laskettu vddrin, koska x- ja y-koordinaattien paikat kaavaan sijoittaessa

ovat menneet sekaisin ja siten saatu védrd vastaus. Perustelu suoran ulkonddsti on tehty
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kuitenkin oikein, koska suora on laskeva kulmakertoimen ollessa jokin negatiivinen luku.
Tehtdvin saa ratkaistua oikein, kun korjaa kaavansijoituksen oikein ja huomaa samalla

tehtdvin b-kohdan olevan oikein viarésta alkuperdisestd vastauksesta huolimatta.

Toinen tehtdvé kisitteli suoran yhtdlod. Tehtdvassd taytyi médritelld vakion arvo siten,
ettd piste, jonka koordinaatit sisdltivdt myds annetun vakion, olisi samalla suoralla myds
kahden muun valmiiksi annetun pisteen kanssa. Ratkaisuyrityksessd on kuvakaappaus
GeoGebralla tehdystd piirroksesta, jonka avulla on perusteltu yksi mahdollinen vakion
arvo, jolla halutut ehdot toteutuvat. Tima valmiina annettu ratkaisu on oikein. Kuitenkin
tdma on vasta puolet ratkaisusta, koska on olemassa my0s toinen vakion arvo, jolla kaikki
kolme pistettd saadaan kulkemaan samalla suoralla. Témén kohdan perustelu annetusta
ratkaisuyrityksestd puuttui ja timin huomaamalla ja sen lisddmaéll4 tehtdvin saa ratkaistua

kokonaan oikein.

Tehtédvissa 3 oli annettu seitsemin eri suoran yhtdloa, joiden avulla tiytyi selvittad, mitka
ndistd suorista ovat toisiaan vasten kohtisuorassa ja mitkd ovat keskenddn
yhdensuuntaisia. Ratkaisuyrityksessé oli 1dhdetty selvittiméédn jokaisen annetun suoran
kulmakerrointa. Liséksi oli kerrottu, ettd suorien ollessa yhdensuuntaiset, niiden
kulmakertoimet ovat yhta suuret ja suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, kun niiden
kulmakertoimien tulo on —1. Téssé ratkaisussa oli kuitenkin epdonnistuttu muutamien
suorien kulmakertoimien laskemisessa ja sen myota saaduista vastauksista ei ole osattu
paatelld kaikkia yhdensuuntaisuuksia ja kohtisuoruuksia kyseessa olleiden suorien vilille.
Siten annettu ratkaisuyritys on osittain puutteellinen. Korjaamalla suorien
kulmakertoimet oikein huomataan, ettd vastauksesta puuttuu kaksi suorien vélistd
yhdensuuntaisuutta seké yksi kohtisuoruus ja ndma lisddmaélla ratkaisuun saadaan tehtidva

ratkaistua oikein.

Neljannessd tehtdvissd taytyi tutkia, onko annetun pisteen etdisyys annetusta suorasta
riippuvainen vakiosta t, joka esiintyy niin kyseisen pisteen koordinaateissa kuin myds
suoran yhtdlossé. Ratkaisuyrityksessa oli kéytetty oikeaa kaavaa, mutta sijoittaessa arvoja
kaavaan ja laskemalla tdtd eteenpdin on saatu lopputulos, jossa vakio t ei supistu pois.
Lisdksi kaavaan sijoituksessa nimittdjdssd olevasta lausekkeesta supistetaan nelidjuuret

ja nelidt pois véirdlld tavalla, mikd vaikuttaa myos lopputulokseen. Tehtdvin oikea
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ratkaisu olisi ollut sellainen, jossa vakio t on saatu supistettua lausekkeesta ja timén

kautta olisi todettu, ettei pisteen etdisyys suorasta riipu kyseessé olevasta vakiosta t.

3.4 Aineiston analysointimenetelmit

Aineistoa analysoitiin luokittelemalla saadut vastaukset ensin vastauksen sisdltdvien
oikein olevien perustelujen mukaan. Naiitd vastauksia verrattiin tehtdvien oikeisiin
ratkaisuihin (Liite C) ja katsottiin sen mukaan, onko opiskelijan tekema ratkaisu tiysin
vai osittain oikein perusteltu vai perusteltu tdysin vddrin. Télld tavoin opiskelijoiden
tekemat ratkaisut jaettiin niihin kolmeen eri luokkaan, joiden jaotteluperusteet on lueteltu

alla:

1. Téysin oikein perusteltuun ratkaisuun vaadittiin, ettd jokainen valmiina annetussa
ratkaisussa ollut virhe oli 16ydetty ja korjattu perustellen oikein.

2. Osittain oikein perusteltuun ratkaisuun vaadittiin, ettd opiskelija oli 16ytanyt
kaikki tai osan valmiina annetussa ratkaisussa olleista virheistd, mutta kaikkia
16ydettyjé virheita ei ollut korjattu oikein.

3. Viirin perusteltu vastaus oli sellainen, ettd valmiina annetulle ratkaisulle ei ollut
tehty mitéén tai osa virheistd oli huomattu, mutta ne oli perusteltu vdirin tai oli

alettu korjaamaan jo oikein olleita kohtia valmiista ratkaisusta.

Vastausluokkansa perusteella opiskelijan tekemd ratkaisu voitiin pisteyttdd niin, etti
tdysin oikein perustellusta ratkaisusta sai kaksi pistettd, osittain oikein perustellusta
ratkaisusta yhden pisteen ja vddrin perustellusta ratkaisusta ei saanut lainkaan pisteita.
Tehtdvdn 1 b-kohta pisteytettiin niin, ettd oikeasta perustelusta sai yhden pisteen ja
osittain oikein tai vadrastd perustelusta ei saanut pistettd ollenkaan. Tama johtui siitd, ettd
kyseinen b-kohta oli jo valmiina annetussa ratkaisussa perusteltu oikein. Tehtdvin 1
maksimipistemiéra oli siten sen a- ja b-kohtien vuoksi 3 pistettd ja muiden tehtdvien
maksimipisteméédra oli 2 pistettd. Tatd pisteytystapaa kéytettiin ainoastaan aineiston
analysoinnin apuna eikd kurssin opettaja pisteyttinyt ja antanut arvosanaa vélikokeesta

talla periaatteella.
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Pisteytyksen avulla voitiin katsoa vastaajaryhmien A ja B kokonaismenestystd tehtdvissi
verraten vastaajaryhmén saavuttamaa yhteispistemééria tehtdvin kokonaispisteméarién.
Tama kokonaispistemddrd on se pistemddrd, jonka vastaajaryhméd olisi saanut, jos
jokainen opiskelija olisi perustellut ratkaisunsa tdysin oikein kyseiseen tehtdvaan. Taméa
kokonaispisteméérd siis riippui siitd, kuinka monta opiskelijaa vastasi kyseiselld
vastausmuodolla tehtdvdin ja timd méiédrd kerrottiin tehtivdn maksimipisteméaaralla.
Esimerkiksi Tehtdvddn 1 vastasi tietokoneella 10 opiskelijaa, niin télloin
kokonaispistemddrd tdhdn tehtdvddn tdlld vastausmuodolla oli 30 pistettd, koska
maksimipistemadrd Tehtdvastd 1 oli 3 pistettd. Tadmin jélkeen katsottiin vastaajaryhmén
opiskelijoiden menestystd laskemalla heidédn pisteensd yhteen ja jaettiin tima pistemaara
tehtdvédn kokonaispistemadrilld. Ndin saatiin jokaiseen tehtdvddn keskiarvo siitd, miten
hyvin vastaajaryhmd menestyi kyseisessd tehtdvdssd. Tdmén jilkeen laskettiin vield
tehtévikohtaiset keskihajonnat, jonka avulla néhtiin, kuinka paljon eroa vastaajaryhmén

sisélla ratkaisuissa oli jokaista tehtdvad kohden.

Opiskelijoiden tekemien ratkaisujen merkit laskettiin ja niiden avulla voitiin laskea
vastauksien merkkipituudet. Tatd kautta saatiin ratkaisujen pituuksien keskiarvot sekd
mediaanit. Vililyontejd ei laskettu yhdeksi merkiksi eikd myoskddn jakolaskussa
kaytettavad jakoviivaa. Yksittdiset tavuviivat, joita oli pelkdstdén paperilla tehdyissa
vastauksissa, jétettiin myos laskematta merkkiméarddn. Kaikki muut merkit, niin
tavallisessa tekstissd esiintyvit kuin matemaattiset, laskettiin vastauksen merkkipituuteen
mukaan. Télld tavoin laskettuja merkkipituuksia pystyttiin vertaamaan keskendin

vastausmuotojen vélilld niin tehtdvéikohtaisesti kuin lopulta yleisesti.

Opiskelijoiden ratkaisuista laskettiin myds niiden sisdltdmait lauseet. Tadssé tutkimuksessa
lauseet laskettiin vastauksista siten, ettd lauseen katsottiin alkavan isosta alkukirjaimesta
ja paittyvin pisteeseen. Jos pisteitd tai isoja alkukirjaimia ei ollut kiytetty, niin
vastauksen asettelusta paiteltiin lauseen alku- ja loppu sen sisdltivien sanojen ja
ilmausten perusteella. Télla tavoin laskettujen lauseiden sisdltimét sanat voitiin myds
laskea. Esimerkiksi jos opiskelijan tekemi ratkaisu oli pelkkd toteamus “Oikein”, niin
tamd tarkoitti laskennallisesti yhtd lausetta, jossa on yksi sana. Matemaattinen,
yhtendinen laskulauseke laskettiin yhdeksi lauseeksi, jotta ndmai saatiin myos huomioitua

mukaan lausepituuteen. Matemaattisen lausekkeen termit, joiden ympérilli on jokin
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laskutoimituksen merkki tai yhtdsuuruus, rinnastettiin vastaamaan tavallisessa tekstissd

olevaa sanaa, jotta ne voitiin laskea lauseiden siséltimien sanojen mééardéin mukaan.

Opiskelijoiden tekemistd ratkaisuista analysoitiin my0s siséltod ja merkintdja eli milla
tavoin he olivat ldhteneet havaitsemiaan virheitd perustelemaan ja miten he ovat
paityneet loppuratkaisuunsa. Yleisesti ottaen tehtdvdnannossa ollutta oikeaa valmiina
annettua ratkaisuyritysté ei tarvinnut 1dhted perustelemaan. Téssa katsottiin muun muassa
sanallisten selitysten ja matemaattisten laskujen méérad ja niiden suhdetta vastauksen
kokonaispituuteen. Sanallisten selitysten kohdalta katsottiin sitd, miten laajoja ja millaisia
sisdlt6jd niihin oli kirjoitettu ja miten oikein sanalliset perustelut olivat. Vastauksen
perusteluja olivat myos tarkoituksenmukaiset laskutoimitukset, mutta myos nditd
laskutoimituksia tukevat sanalliset selitykset, jotka veivit tehtdvin ratkaisua jollain tapaa
eteenpdin kohti loppuratkaisua. N&itd perusteluja valmiina annettuihin ratkaisuihin ja
perustelujen sisdlt6jd pystyttiin vertailemaan keskendén niiden yhteneviisyyksien ja

eroavaisuuksien perusteella.
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Luku IV

Tulokset

Téassd luvussa kdydaddn ldpi sitd, miten opiskelijat ovat valmiina annettuja ratkaisuja
arvioineet jokaisen neljin tehtdvdn kohdalla eritellen vastausmuodon mukaan.
Analysoinnin avuksi on tehty taulukoita, joihin on eritelty ratkaisujen yhteenvetoa
kdytettyjen vastausmuotojen mukaan. Jokaisen tehtdvdn kohdalla késitellddn ensin
omassa alaluvussaan tietokoneella tehdyt ratkaisut, jonka jilkeen késitelldin samaan
tehtdvadn tulleet paperilla tehdyt ratkaisut omassa alaluvussa. Lopuksi vield kisitelldan
opiskelijoiden kokonaismenestysti kokeessa ryhmittdin seka yleisesti sekd opiskelijoiden

osaamiseroja ndiden ryhmien A ja B sisdlla.

4.1 Tehtava 1: Suoran kulmakerroin

Taulukkoon 1 on koottu yhteenvetoa Tehtdvdn 1 a- ja b- kohtiin saaduista vastauksista.
Yhteensd tdhén tehtdvidn vastasi 22 opiskelijaa, joista 10 opiskelijaa teki vastauksensa
tietokoneella ja 12 opiskelijaa paperilla. Vertailtaessa keskenddn Tehtdvddn 1 saatuja
vastauksia tietokoneella ja paperille tehtyjen vastausten vaililli, huomataan, ettd
tietokoneella tehdyt vastaukset ovat merkkikeskiarvoltaan pidempid kuin paperilla tehdyt
vastaukset. My0s pituuden mediaani, eli vastauksen tyypillisin merkkipituus kaikista
vastauksista, oli tietokoneella vastattaessa suurempi kuin paperille tehdyisséd vastaukset.
Tarkastellessa vastausten sisdltdvien lauseiden madrad sekd ndissa lauseissa olevia sanoja,
on tietokoneella tehdyissé ratkaisuissa keskiméérin hieman enemmén lauseita ja sanoja

kuin paperille tehdyissd vastauksissa. Tietokoneella tehdyissd vastauksissa lauseiden

29



méérd oli keskiméérin hieman yli kolmen ja ndissé lauseissa oli yhteensd 19 sanaa kun
taas paperille vastattuna lauseita oli keskimdérin hieman vajaa kolme ja néissd lauseissa
yhteensd 13 sanaa. Vastausten siséltimien lauseiden ja niissd olevien sanojen madrdn
vertailussa ei eroteltu tehtdvin a- ja b- kohtaa, koska b-kohta oli itsessddn hyvin lyhyesti

perusteltavissa, jonka vuoksi ne katsottiin yhtené tehtdvikokonaisuutena ilman erittelya.

Taulukko 1: Tehtdvéédn 1 saatujen vastausten yhteenveto.

Vastausmuoto Perusteltu Perusteltu Perusteltu Vastausten Vastausten Vastausten

tdysin osittain vairin pituuden  pituuden  lauseet ja
oikein oikein keskiarvo  mediaani  sanat
(merkkid) (merkkid) (keskiarvot)
Tietokone (10) 3,1ja19
a) 6(60%) 220%) 2(20%) 74 61
b) 7(70%) 1(10%) 2(20%) 35 30
Paperi (12) 2,8jal3
a) 7(58%) 3(25%) 2(017%) 52 28
b) 8(67%) 2(17%) 2(17%) 22 6
Yhteensi (22) 29jal6
a) 13(59%) 5(23%) 4(18%) 62 28
b) 15(68 %) 3(14%) 4(18%) 28 11

Taulukon 1 perusteella vaikuttaisi siltd, ettd tdysin oikein tehtyjd ratkaisuja kokeen
Tehtavddn 1 tuli enemmén tietokoneella tehtynd kuin paperilla tehtynd niin a- kuin b-
kohdissa. Jos tarkasteluun otetaan oikein perusteltujen ratkaisujen lisdksi osittain oikein
perustellut ratkaisut, niin vaikuttaisi siltd, ettei eroa vastaustavan vililld ole. Oikein ja
osittain oikein perusteltuja ratkaisuja paperille olivat tehneet kaikki kymmenen
opiskelijaa eli 80 % kaikista vastaajista. Tietokoneella oikein tai osittain oikein

perusteltuja ratkaisuja oli tehnyt kahdeksan eli 80 % vastaajista.
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4.1.1 Tietokoneella ratkaistuna

Tehtdvissd 1 tietokoneella vastanneista opiskelijoista kahdeksan eli 80 % vastaajista
huomasi virheen tehtdvén a-kohdassa, jossa oli annettu ratkaisuyritys kulmakertoimen
laskemiseksi. Ndistd kuusi opiskelijaa eli 60 % vastaajista oli perustellut ratkaisunsa
tdysin oikein ja kaksi opiskelijaa eli 20 % vastaajista perusteli osittain oikein. Kaksi
opiskelijaa eli 20 % vastaajista oli perustellut tehtdvédn tdysin vdirin vaittimalla, ettd
tehtédvd on jo laskettu valmiiksi oikein viittaamatta siihen, tarkoittaako silld a- vai b-

kohtaa. Sen vuoksi ratkaisut jaoteltiin vdérin perustelluiksi.

Valmiina annetussa ratkaisussa kulmakertoimen kaavaan oli sijoitettu véariin kohtiin x-
ja y-koordinaattien arvot, jonka takia lasku oli virheellinen. Tétd oli sanallisesti
kommentoitu yleisimmin sanomalla, ettd “sijoitettu vddrin pdin” ja timén jidlkeen oli
tehty kaavaan sijoitus, jossa koordinaatit ovat sijoitettu omille paikoilleen. Yhden
opiskelijan oikein perusteltu ratkaisu tehtdvién on tehty seuraavalla tavalla:

Vastaus  on  vddrin, koska  kulmakertoimen kaava on %
2741
Laskussa x-koordinaatin muutos jaetaan y-koordinaatin muutoksella, mutta
kaavasta ndkyy, ettd y-koordinaatin muutos pitdisi jakaa x-koordinaatin

muutoksella, jotta lasku menisi oikein.

Erdédn toisen opiskelijan ratkaisussa on myos sanottu, ettd “kaavassa y-koordinaattien

’

tulisi olla yldipuolella ja x-koordinaattien alapuolella” ja tdmin jédlkeen laskettu
kulmakerroin kahdella eri tavalla ja saatu sama ratkaisu molemmista. Néin ollen
opiskelija on vakuuttunut ratkaisun olevan oikea, koska on kahdella eri laskutavalla

padtynyt samaan ratkaisuun.

Kaksi opiskelijaa oli huomannut, ettd tehtdvidn a-kohdassa kulmakerroin on laskettu
védrin, mutta perustellessa titd he olivat saaneet vdidran vastauksen. Oikean vastauksen
ollessa —2, oli toinen opiskelija saanut vastaukseksi 12 ja toinen —10. Samaisen tehtdvén
b-kohdassa kysyttiin, minkdlainen suora on kyseessid. Kulmakertoimeksi —10 saanut
opiskelija oli vastannut, ettd “kohta on oikein eli suora on laskeva, koska suoran
kulmakerroin on negatiivinen” ja kulmakertoimeksi 12 saanut opiskelija oli perustellut

ratkaisuaan sanoin “vdidrin koska kulmakerroin on positiivinen, joten se on nouseva
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suora”. Molemmat perustelut ovat sisdlloltddn aivan oikein, jos katsotaan vain siltd
kannalta, minkd kulmakertoimen he ovat saaneet laskettua. Tehtdvin kannalta katsottuna
negatiivisen arvon saanut opiskelija on enemmén oikeassa kuin positiivisen

kulmakertoimen arvon saanut.
4.1.2 Paperilla ratkaistuna

Samaisen tehtévin paperilla ratkaisseista kaikki kymmenen opiskelijaa huomasivat a-
kohdassa olleen virheen. Kuitenkaan kaikki opiskelijat eivdt osanneet laskea
kulmakerrointa perusteluihinsa oikein, vaan kolme opiskelijaa oli laskenut
kulmakertoimen véérin. Kaksi ndistd véirin ratkaisseista opiskelijoista oli saanut
laskettua kulmakertoimen positiiviseksi, joten samalla heididn perustelunsa tehtidvin b-
kohtaan on my0s mennyt védrin. Tehtdvin a-kohdan oli perustellut tdysin oikein
seitsemén opiskelijaa eli 58 % vastaajista ja osittain oikein a-kohdan oli perustellut kolme
opiskelijaa eli 30 % vastaajista. Samaisen Tehtdvin b-kohdan oli perustellut oikein
kahdeksan opiskelijaa, joka on 67 % vastaajista, kun taas osittain oikein sen oli perustellut
kaksi opiskelijaa eli 17 % vastaajista. Kaksi opiskelijaa eli 17 % vastaajista oli perustellut
tehtdvén olevan kokonaan oikein jaottelematta tihén a- tai b-kohtia mill&én tavalla, jonka

vuoksi ndmaé vastaukset jaoteltiin vadrin perustelluiksi ratkaisuiksi.

Erds osittain oikein perustellut opiskelija osasi ldhted perustelemaan annetun

ratkaisuyrityksen siséltdmid virhettd oikein: "Suoran kulmakerroin lasketaan kaavalla

-yi . 4—(-6 10 5 2, C .
Y20 oten vastaus on: S ) e Opiskelija on siis osannut
Xp—X1 —3-2 6 3 3

perustella kaavan, johon kulmakertoimen laskeminen perustuu, mutta laskuvirheen
vuoksi hén ei ole saanut oikeaa vastausta. Kuitenkin ratkaisun ollessa negatiivinen, hdn
on osannut b-kohtaan sanoa, ettd silloin suora on laskeva ja b-kohta on siten valmiiksi

oikein.

Myos toinen osittain oikein perustellut opiskelija ldhtee perustelemaan oikealla tavalla
tehtavad: "Kulmakerroin on vddrin, koska x, — X4 on jaettu y, — y4, jonka pitdisi olla
vdadrin.”  Perustelua on jatkettu kulmakertoimen laskemisella, mutta kaavaan
sijoituksessa tapahtuu jilleen virhe, jonka vuoksi hdnen saama kulmakertoimen arvo on

positiivinen. Tdmén vuoksi hin perustelee b-kohdassa suoran olevan nouseva.
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Oikein perustellut ratkaisut ovat melko samanlaisia keskendén. Namé lahtevit yleensa
siitd, ettd todetaan kulmakertoimen laskukaava jollain tavalla, jonka jéilkeen tdhdn
tehdddn arvojen sijoitus, lasketaan se ja piditellddn sen kautta myoOs b-kohdan olevan

oikein. Yksi tdysin oikein perustellut opiskelija vastasi tehtdviin télla tavoin:

) e . ) ) Ya—y
Kohta a) on vidrin, koska kaava, jolla kulmakerroin ratkaistaan on k = ﬁ
2741

. 4+6 10
ndin ollen suoran kulmakerroin on: k= - -2

Kohta b) on oikein ”

Toinen opiskelija perusteli saman tehtévin tdysin oikein hieman eri sanavalinnoilla kuin

edellinen opiskelija:

» * . A . . .
a) Kulmakerroin ratkaistaan kaavalla k = ﬁ ja ratkaisumallissa x:n arvot

ovat ylhddlld ja y:n arvot alhaalla, joten ratkaisumalli on vddrin. Oikea

_ e _ 49 _ 10 _
Xo—X1 —-3-2 -2

ratkaisumalli: k

b) Oikein.”

4.2 Tehtiva 2: Suoran yhtalo

Tehtidvéadn 2 olivat kaikki 22 opiskelijaa vastausmuodosta riippumatta vastanneet, ettd
annettu ratkaisuyritys on oikein, eivitkd olleet tehneet sille mitddn. Sindnsd tehtdvéddn
annettu valmis ratkaisu on oikein, koska se kattaa yhden mahdollisen vakion arvon, jolla
suoran yhtdlo toteutuu. On kuitenkin olemassa myos toinen vakion arvo, jolla suoran
yhtdlé myos toteutuu. Siten tdstd tehtdviasti ei voi sanoa sen enempéd, oliko kummalla
vastausmuodoilla tuotetut ratkaisut parempia. Mydskddn ratkaisun arvioinnin
onnistuvuutta ei sen enempéé vastauksista pystytd sanomaan, koska jokainen opiskelija
oli ilmoittanut ratkaisun vastaukseksi lyhyimmillddn “Oikein ” tai pisimmill&dén ~Tehtdvd
on ratkaistu oikein.” Siten myodskédn vastauksien pituuksien keskiarvojen ja mediaanien
vertaaminen keskendén ei ole mielekistd eikd tdhin tehtdvéadn saatuja ratkaisuja késitelld

tdmén enempéad tdssd tutkimuksessa.
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4.3 Tehtiva 3: Yhdensuuntaisuus ja kohtisuoruus

Taulukossa 2 on kuvattu Tehtdvaddn 3 saatujen vastausten yhteenvetoa vastausmuodon
mukaan. Yhteensi tdhin tehtdvain saatiin 22 vastausta, joista 11 oli tehty tietokoneella ja
samoin 11 paperilla. Vertailtaessa vastausmuodon mukaan Tehtdvddn 3 tulleita
ratkaisuja, voidaan huomata, ettd ratkaisujen mediaanipituus molemmilla vastaustavoilla
on kuusi merkkid. Tédméa selittyy silld, ettdi niin moni opiskelijoista vastasi
ratkaisuyrityksen olevan oikein, eikd jatkanut tehtdvén ratkaisemista sen pidemmadlle.
Keskiarvoltaan tietokoneella tehdyt vastaukset ovat pituudeltaan 48 % pidemmat eli l&hes
kaksinkertaiset verrattuna paperilla tehtyihin vastauksiin. Vertailtaessa vastausten
siséltdneitd lauseita ja ndissd lauseissa olevien sanojen miédrdd, huomataan, ettd
tietokoneella vastattuna lauseita ja ndissd olevia sanoja on enemmin kuin paperilla
vastattuna. Tietokoneella tehdyssd ratkaisussa oli keskimddrin 2,6 lausetta ja ndissd
yhteensd 20 sanaa kun taas paperilla vastattuna lauseita oli keskiméérin 1,9 ja ndissd

lauseissa yhteensd 10 sanaa.

Taulukko 2: Tehtdvéin 3 saatujen vastausten yhteenveto.

Vastausmuoto Perusteltu Perusteltu Perusteltu Vastausten Vastausten Vastausten

tdysin osittain védrin pituuden  pituuden  lauseet ja
oikein oikein keskiarvo  mediaani  sanat
(merkkid)  (merkkid) (keskiarvot)
Tietokone 0 5(45%) 6(55%) 98 6 2,6ja20
(11)
Paperi (11) 0 4(36%) 7(64%) 53 6 1,9ja 10
Yhteensd (22) 0 9(41%) 13(59 %) 76 6 23jals

Tehtdvain 3 tulleista ratkaisuista yksikdan ei ollut perusteltu tdysin oikein kummallakaan
vastausmuodolla tehtynd Taulukon 2 perusteella. Osittain oikein perusteltuja ratkaisuja

saatiin tietokoneella yhden vastauksen verran enemmdn verrattuna paperilla
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vastanneisiin. Tietokoneella vastanneista 45 % perusteli ratkaisunsa osittain oikein ja
paperilla vastauksensa perusteli osittain oikein 36 % vastaajista. Ndmd molemmat
vastaustavat huomioiden osittain oikein perustellut ratkaisut kattoivat 41 % kaikista

ratkaisuista. Loput tehdyista ratkaisuista olivat perusteltu kokonaan viirin.

On huomion arvoista, ettd Tehtdvadn 3 tuli eri tavalla jasenneltyjd vastauksia paperille
vastattaessa kuin vastaavasti tietokoneella vastattuna. Valmiina annettu ratkaisu oli
kirjoitettu tehtdvdnantoon niin, ettd siind olevien tekstirivien vileihin oli mahdollista
kirjoittaa. Tdtd mahdollisuutta oli itse asiassa jokainen paperilla vastausta korjaamaan
lahtenyt opiskelija kédyttanyt hyvédkseen. Tehtdvdnannossa olevat suorat oli annettu
luettelomaisesti, jolloin téllainen tehtdvddn suoraan merkitseminen oli mahdollista. Sen
jéilkeen valmiina annetussa ratkaisussa oli ensin késitelty yhdensuuntaiset suorat, jonka
jilkeen kisiteltiin toisiaan vasten kohtisuorassa olevat suorat. Nididen suorien
ominaisuuksia kisittelevien kohtien véliin oli jatetty tilaa, johon jokainen opiskelija oli
omia korjauksiaan paperilla vastatessaan tehnyt. Muiden tehtévien ratkaisujen kohdalla
el ndin selkedd eroa vastausmuotojen vélilld ulkonéollisesti ollut, vaan ne olivat melko
samankaltaisia lukuun ottamatta sitd seikkaa, ettd paperilla vastanneet olivat tehneet

pienid merkintdjad valmiina annettuihin ratkaisuihin.

Kuvassa 7 on kaksi paperille tehtyd vastausta esimerkkind siitd, miten tehtdvénantoa ja
valmiina annettua ratkaisua hyddynnettiin Tehtdvddn 3 tehdyissd ratkaisuissa.
Molemmissa esimerkkiratkaisuissa annettujen suorien yhtédldiden kulmakertoimien
laskemiseen liittyneitd havaittuja virheitd oli korjattu merkitsemélld ne heti yhtidloiden
perdédn. Seuraavaksi yhdensuuntaisten suorien tiedon jélkeen tyhjaan tilaan oli lisdtty oma
ratkaisu, jos siitd opiskelijan mielestd puuttui perustelut muista yhdensuuntaisista
suorista. Tdmin jdlkeen valmiina annetussa ratkaisussa oli annettu tieto kohtisuorista
suorista ja my0s tdmén jdlkeen oli mahdollista kirjoittaa tyhjdin tilaan omaa ratkaisuaan.
Molemmissa Kuvassa 7 olevissa ratkaisuissa hyddynnettiin nditd paperille tyhjaksi

jatettyjé kohtia.
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Kuva 7. Kahden opiskelijan paperille tehdyt ratkaisut Tehtédvain 3.
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Kuvassa 8 on samaiseen Tehtdvddn 3 esimerkkind kaksi ratkaisua tietokoneella
vastattuna, joissa ratkaisut kirjoitettiin suoraan tehtivdnannon ja valmiina annetun
ratkaisun alapuolella olleeseen tekstikenttdéin. Koska tehtdviin ei ollut mahdollista
kirjoittaa vastaustaan muualle, ovat ratkaisut ulkonddltddn erilaisia kuin paperilla
vastanneilla opiskelijoilla. Molemmat opiskelijat olivat jaotelleet ratkaisunsa niin, ettd

ensin ratkaisivat jonkin suoran kulmakertoimen, sitten ilmoittavat yhdensuuntaiset suorat

Jja ensimmadinen opiskelija ilmoittaa myds muut keskendidn kohtisuorassa olevat suorat.

Kuva 8. Kahden opiskelijan tietokoneella tehdyt ratkaisut Tehtdvain 3.

Molemmissa Kuvissa 7 ja 8 olevat punaisella kynilld tehdyt merkinndt eivit ole
opiskelijoiden tekemid omia vastausmerkint6jd. Merkinndt on tehty opiskelijoiden
ratkaisuihin myShemmin aineiston analysoinnin aikana, jotta ratkaisuja oli helpompi

jaotella ja analysoida niiden ominaisuuksien perusteella.
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4.3.1 Tietokoneella ratkaistuna

Tietokoneella tehtdvdidn vastanneista kuusi vastasi tehtdvidn olevan kokonaan oikein,
joten vain viisi opiskelijaa eli 45 % vastaajista oli ruvennut korjaamaan ratkaisua edes
johonkin suuntaan. Néistd ratkaisua korjanneista lopulta yksikddn ei saanut tehtyd
tehtavdd tdysin oikein. Annetussa ratkaisuyrityksessd oli annettuna valmiina
yhdensuuntaisiksi suoriksi f ja j seké kohtisuoriksi suoriksi h ja [. Oikeassa ratkaisussa
olisi huomattu, ettd my0s suorat k ja h ovat yhdensuuntaiset keskenddn ja toisiaan vasten

kohtisuorassa ovat suorat g ja i ja suorat k ja l.

Kaksi opiskelijaa olivat tehneet muuten oikean ratkaisun, mutta heiltd oli jiényt
huomaamatta toisiaan vasten kohtisuorassa olleet suorat g ja i. Néistd g on pystysuora
suora, jonka kulmakerrointa ei voida maédrittdd ja i on vaakasuora suora, jonka
kulmakerroin on nolla. Suorien yhtildiden ratkaisun jdlkeen niistd voidaan huomata, etti
ne ovat toisiaan vasten kohtisuorassa, koska suora g on y-akselin suuntainen suora ja
suora i on x-akselin suuntainen suora. Yksi opiskelija oli huomannut suorien
kohtisuoruuden, mutta perustellut sen virheellisesti sanoen "G ja i suorien kulmakerroin
on sama 0, koska suora g on vaakasuora ja i pystysuora”, mikd ei pidd paikkaansa.
Suoran i kulmakerroin on nolla, koska se vaakasuora ja suoran g kulmakerroin ei voida

maidrittdd, koska suora on pystysuora.

Kaksi opiskelijaa, joilta oli jiéinyt huomaamatta nima kohtisuorassa olevat suorat g ja i,
olivat ansiokkaasti perustelleet muiden suorien ominaisuuksia. Téssé toisen opiskelijan

perustelu:

» ° 1 . .o .
k: kulma kerroin on 3 kun suorat ovat yhdensuuntaiset niiden kulmakertoimet
ovat samat, joten yhdensuuntaiset suorat ovat f ja j, niiden kulmakerroin on —2

sekd h ja k, niiden kulmakerroin on p Kohtisuorassa olevat suorat ovat h ja I,

koska § (=3) = —1seki kjal, koska é (-3)= -1

Yksi opiskelija perusteli omaa ratkaisuaan tdysin sanallisesti ilman matemaattisia laskuja.
Sanallinen selitys on sen verran selked, ettd siitd huomaa opiskelijan ymmaértineen asian,

vaikkei perustelujen tukena laskuja olekaan.
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"Malliratkaisu on melkein oikein. fja j ovat yhdensuuntaiset, mutta niin on myos
k ja h, koska jos k:n vastauksen supistaa 4:1ld, niin vastauksena on sama kuin

h:n kulmakerroin eli nekin ovat yhdensuuntaiset.”

4.3.2 Paperilla ratkaistuna

Samoin kuin tietokoneella vastanneiden opiskelijoiden kesken, niin mydskéédn paperilla
vastanneista kukaan ei osannut korjata annettua ratkaisuyritystd perustellen tdysin
oikeaksi. Lyhyimmén vastauksen antoi erds opiskelija, joka oli kirjoittanut kahden
ratkaisuyrityksessd tdysin oikein laskettujen kulmakertoimien kohdalle "vddrin” eikd
ollut perustellut ratkaisuaan sen pidemmélle. Yhteensd 64 % eli seitsemin opiskelijaa oli
kirjoittanut vastaukseksi, ettd annettu ratkaisu on jo tdysin oikea eivitkd siten olleet
lahteneet sitd korjaamaan. Jéljelle jddneet neljd opiskelijaa eli 36 % vastaajista olivat

korjanneet valmiina annetun ratkaisun osittain oikeaksi.

Lihimmaksi oikeaa ratkaisua péési yksi opiskelija, joka 16ysi kaksi virhettd kolmesta.
Hén oli huomannut molemmat ratkaisuyrityksestd puuttuneet kohtisuorat suorat, mutta ei
ollut huomannut yhti puuttuvaa suorien vélistd yhdensuuntaisuutta. Han selittdd suorien
g ja i sijainnin koordinaatistossa védrin pdin, mutta toteaa oikein sanoen niiden olevan
kohtisuorassa. Opiskelija perusteli molemmat puuttuvat kohtisuoruudet seuraavalla

tavalla:

“Tehtavdi on laskettu muuten oikein, mutta siind ei ole laskettu muita
kohtisuorassa olevia suoria. g ja i ovat kohtisuorassa, koska g = on x-akselin
suuntainen ja i = on y-akselin suuntainen. [ ja k ovat kohtisuorassa, koska —3 -
Loput kolme opiskelijaa olivat 16ytdneet jonkin yhden virheen kolmesta eli he olivat
huomanneet joko jommatkummat toisiaan vasten kohtisuorassa olevat suorat tai suorat,
jotka ovat yhdensuuntaisia keskendén. Heistd jokainen oli korjannut huomaamansa
virheen tdysin oikein. Téssd yhden opiskelijan lyhyt perustelu puuttuvista

yhdensuuntaisuuksista, joka on asiayhteydessdén ymmarrettava: “Sekd h ja k, molempien
kulmakerroin on é ”. Toisen opiskelijan pidempi perustelu valmiina annetun ratkaisun

puuttuvaan kohtisuoruuteen: “"Myds g ja i ovat kohtisuorassa toisiaan vasten. g menee
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’

pystysuoraan y-akselin suuntaisesti ja i menee vaakasuoraan x-akselin suuntaisesti.’
Kolmas opiskelija huomasi myos puuttuvat kohtisuorat suorat, mutta hin ei perustellut
16ytdddn sen enempdd. Han oli kirjoittanut vastaukseen g ja i ja oli vetdnyt nuolen tista

lauseesta  valmiina annettuun ratkaisuun sanan “Kohtisuorassa”  kohdalle.

Yhdensuuntaiset suorat h ja k hén perusteli sanomalla "koska molemmilla k = g

4.4 Tehtiva 4: Pisteen etiisyys suorasta

Taulukossa 3 esitetddn vastausmuotojen mukaan yhteenvetoa tehtdvddn 4 saaduista
ratkaisuista. Tietokoneella tdhén tehtdvéddn vastasi 11 opiskelijaa ja samoin paperilla 11
opiskelijaa, jolloin vastauksia saatiin yhteensd 22 kappaletta. Vastausmuotojen vélilla
verrattaessa huomataan, ettd vastauksien pituuksien keskiarvo on molemmilla
vastaustavoilla ldhes yhtd suuri. Mediaaneja vertailtaessa eroa on enemmaén. Paperille
tehdyt vastaukset olivat mediaanipituudeltaan 44 % pidemmit kuin tietokoneelle tehdyt
vastaukset. Kun verrataan tietokoneella ja paperilla tehtyjen vastausten sisdltdvié lauseita
ja ndissd lauseissa olevien sanojen miirdd, ei eroa vastausmuodon vililld ole juuri
lainkaan. Molemmilla tavoilla vastattuna ratkaisussa oli keskimédrin kolme lausetta ja

ndissd yhteensd noin 20 sanaa, mik tarkoittaa noin kuutta sanaa jokaista lausetta kohden.

Taulukko 3: Tehtdvdin 4 saatujen vastausten yhteenveto.

Vastausmuoto Perusteltu Perusteltu Perusteltu Vastausten Vastausten Vastausten

tdysin osittain  védrin pituuden  pituuden  lauseet ja
oikein oikein keskiarvo mediaani  sanat
(merkkid) (merkkid) (keskiarvot)
Tietokone 436%) 5(45%) 2(18%) 138 102 3,1ja20
(11)
Paperi (11) 19%) 8(73%) 2(18%) 137 147 3,1jal19
Yhteensd (22) 5(23 %) 12(55%) 523 %) 138 146 3,1ja20
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Tehtédvin 4 perusteli oikein neljd opiskelijaa eli 36 % vastaajista, kun taas paperilla timéan
tehtdvin perusteli tdysin oikein yksi opiskelija eli 9 % vastaajista. Tarkasteltaessa
tietokoneella tehtyjd oikein tai osittain oikein tehtyjd ratkaisuja oli 81 % kaikista
ratkaisuista. Saman tehtdvin paperilla ratkaisseista opiskelijoista 82 % vastasi tehtdvddn
joko oikein tai osittain oikein perustellen. Myos tdmin tehtdvén kohdalla tietokoneella
vastanneet opiskelijat siis suoriutuivat paremmin kuin paperilla vastanneet, mutta jos
tarkastellaan samalla my0s osittain oikein tehtyjd ratkaisuja, erot ryhmien valilla

tasoittuvat.
4.4.1 Tietokoneella ratkaistuna

Tietokoneella tehtidvian ratkaisun tehneistd opiskelijoista tdysin oikein sen heistd sai tehtya
neljd opiskelijaa eli 36 % vastaajista. Osittain oikein tehtdvin oli ratkaissut viisi
opiskelijaa eli 45 % vastaajista ja loput heistid, eli kaksi opiskelijaa, olivat perustelleet
tehtdvin vadrin. Vadrin perustelleista opiskelijoista toinen vastasi tehtivén olevan tiysin
oikein, eikd perustellut ratkaisuaan pidemmalle. Toinen oli 18ytényt valmiiksi annetusta
ratkaisusta osoittajassa olevan yliméérdisen 5t - lausekkeen, jota hén oli aloittanut
korjaamaan. Hén ei kuitenkaan vienyt ratkaisuaan loppuun asti eikd hén ollut selittinyt,
miksi hdnen mielestdéin valmiiksi annetussa ratkaisussa olisi ylimdédrdinen 5t, jota sielld

el tosiasiassa ollut.

Kahdessa osittain oikein perustelluissa ratkaisussa ei ollut korjattu annetun ratkaisun

jakolaskun nimittdjassd olevaa virhettd, jossa lausekkeesta V52 + 122 oli suoraan
supistettu nelidjuuri ja toiset potenssit pois niin, etti jaljelle nimittdjaén jai 5 + 12. Tama
kuitenkin on viirin, koska ensin on suoritettava nelidjuuren sisdlld olevat

laskutoimitukset ja siten saataisiin oikea ratkaisu, mikd tdssd tapauksessa olisi
V52 + 122 = /25 + 144 = /169 = 13. Molemmat opiskelijat olivat huomanneet

tehtdvéassd olleen toisen virheen, koska he olivat korjanneet kaavaan véérin sijoitetut x:n

ja y:n arvot ja saaneet timin kohdan tehtya oikein.

Lopuissa kolmessa osittain oikein ratkaistuissa vastauksissa oli huomattu ja korjattu
oikein nelijuurilausekkeeseen liittynyt virhe. Heistd jokainen oli myds huomannut

kaavaan sijoittamiseen liittyneen virheen. Muutoin ndissd kolmessa ratkaisussa
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huolimattomuusvirheitd, kuten kahdessa ratkaisussa oli laskemisen ja sieventdmisen
jélkeen jakolaskun osoittajaan jadnyt vakiota t. Télloin se ei supistunutkaan ratkaisusta
pois, vaan jdi ndyttimadn siltd, ettd pisteen etdisyys suorasta olisikin riippuvainen
kyseisestd vakiosta t. Yksi ndistd opiskelijoista oli saanut tehtya ratkaisun, jossa vakio t
supistui pois, mutta hén oli tehnyt muualla osoittajan kertolaskussa virheen, jonka takia

lopullinen vastaus ei ollut tdysin oikea.

Kahdessa oikein perustellussa vastauksessa on molemmissa aloitettu kertomalla siit4,
kuinka koordinaattien x ja y arvot on sijoitettu valmiina annetussa ratkaisussa véérin péin.
Tédmin jélkeen on tehty tarvittavat laskutoimitukset, jonka jélkeen sanallisesti kerrotaan
ratkaisun tulos. Toiset kaksi oikein perusteltua vastausta alkavat suoraan
laskutoimituksella, jonka lopputulemana opiskelijat ovat selittidneet, ettd etdisyys ei siten

voi riippua vakion t arvosta. Alla yhdet esimerkit molemmista perustelutavoista.

Téassd ratkaisussa opiskelija aloittaa vastauksensa sanallisella selitykselld, perustelee

pituuden arvon laskemalla ja paétyy lopputulemaan.

“Laskukaava on oikein, mutta laskussa x:n paikalle on sijoitettu y:n arvo ja y:n
paikalle x:n arvo.

|5-3t+12-(7—t)+(=27t)| _ 84
V524122 13

d=

Etdisyys ei riipu vakion t arvosta, koska se supistuu pois. Esimerkiksi, kun t =

84 ,,
0, etdisyys d = o

Tassd ratkaisussa opiskelija aloittaa perustelun suoraan laskemalla ja perustelee sen

kautta ratkaisunsa tuloksen.

. |5:3t+12-(7—t)+(=27t)| 84
d = = —
V524122 13

t supistuu pois, joten pisteen etdisyys ei riipu vakion t arvosta”

Yhdessédkddn néistd neljastd oikein perustelluista ratkaisuista ei sanallisesti selitetd toista
virhettd, eli nimittdjdssd olevaa nelijuurilausekkeen laskemista. Tdmd on kuitenkin

laskettu oikein jokaiseen neljdén oikein perusteltuun ratkaisuun.
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4.4.2 Paperilla ratkaistuna

Paperilla tehtdvadn vastanneista kaksi opiskelijaa eli 18 % vastaajista ratkaisi tehtdvéin
vadrin. Nami opiskelijat olivat kopioineet kokonaan valmiina annetun ratkaisun
vastauspaperiinsa ja todenneet loppuun sen olevan tdysin oikein. Osittain oikein
perusteltuja ratkaisuja oli kahdeksan kappaletta eli 73 % kaikista vastauksista. Niistéd
kahdeksasta ratkaisusta kolmessa opiskelijat olivat huomanneet, ettd x- ja y-
koordinaattien arvot ovat sijoitettu vdarin pdin kaavaan ja he olivat jokainen korjanneet
tdmin kohdan omaan ratkaisuunsa oikein. He eivédt kuitenkaan olleet korjanneet
nimittdjisséd ollutta neli6juurta ja potensseja siséltdvad lauseketta, jonka vuoksi heiddn
ratkaisunsa eivét olleet tdysin oikein. Kahdessa muussa ratkaisussa oli huomattu sama
kaavaan sijoittamisen virhe, mutta opiskelijoiden sitd korjatessa he eivit saaneet vakiota
t supistumaan lausekkeesta pois. Molempien opiskelijoiden ratkaisuista puuttuu
vélivaiheita, jonka vuoksi on hankala sanoa, missd vaiheessa opiskelija on laskenut

tehtdvan vaarin.

Lopuista kolmesta osittain oikein perustelluista vastauksista ensimmadisessé oli huomattu,
ettei nimittéjéssa koroteta potenssiin ja sen jalkeen lasketa nelidjuurta. Han oli korjannut
tdmén ja todennut vastauksen olevan sen jilkeen oikein. Toisen opiskelijan ratkaisussa
oli my6s huomattu sama virhe, mutta hén oli ollut saanut korjattua sitd oikein, koska hédn
sai nelijuuren alle vadrdn luvun. Kolmannessa ratkaisussa opiskelija 10ysi x- ja y-
koordinaattien véarin sijoittamisen sekd nelidjuurilausekkeen viirin laskemisen valmiina
annetusta ratkaisusta ja oli sen merkannut selkeésti vastauspaperiinsa. Han oli aloittanut
kirjoittamaan etdisyyden lauseketta ja sijoittanut siithen arvot oikein. Hén ei kuitenkaan
laskenut tdtd yhtddn pidemmille eikd myoOskddn antanut vastausta tehtdvinannon
kysymykseen, onko pisteen etdisyys riippuvainen vakion t arvosta vai ei, jonka takia

hinen vastauksensa jda vajavaiseksi.

Taysin oikein ratkaistuna tehtdva 16ytyi yhden opiskelijan vastauspaperista, joka vastaa 9
%:a vastaajista. Hin oli huomannut molemmat valmiina annetussa ratkaisussa olleet

virheet, jotka hin oli korjannut mallikkaasti oikein. Hén ei ollut sieventinyt nimittéjéssi

ollutta V169, mutta ratkaisun paikkaansa pitdvyyteen se ei vaikuta. Hian ei kuitenkaan
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totea saadusta ratkaisusta sitd, onko laskettu etdisyys riippuvainen vakion t arvosta, mutta

vastaus itsessddn on oikein.

"Vidrin, x ja y ovat kirjoitettu ratkaisuun vddrin pdin. 5 ja 12 potenssit laskettu
vadrin.

|5:(30)+12:(7-)+(—27t)| _ |15t+84+12t-27t| _ [84+0| _ [84] _ 84

d= = = =
V524122 \25+144 V169 V169 V169

4.5 Kokonaismenestys kokeessa

Taulukkoon 4 on koottu opiskelijoiden kokonaismenestystd kokeessa ryhmittdin ja
tehtivittdin  eriteltynd. Opiskelijoiden kokonaismenestystd kokeessa arvioitiin
pisteyttdmalld saadut ratkaisut niin, ettd oikein perustellusta ratkaisusta sai kaksi pistettd,
osittain oikein perustellusta ratkaisusta sai yhden pisteen ja véérin perustellusta ei saanut
yhtékadn pistettd. Tehtdvin 1 b-kohdasta sai yhden pisteen, jos sen oli perustellut oikein,
muuten pistettd b-kohdasta ei saanut. Ryhmélld A tarkoitetaan ryhméa, joka teki Tehtavit
1 ja 2 tietokoneella ja tehtdvit 3 ja 4 paperilla. Ryhmilld B vastaavasti tarkoitetaan
ryhmaéi, joka teki tehtdvét 1 ja 2 paperilla ja tehtdvit 3 ja 4 tietokoneella. Taulukkoon 4
on myos koottu ryhmén saavuttamat kokonaispisteet, joita on verrattu siihen
pistemairddn, jos jokainen ryhmén opiskelija olisi vastannut tehtdvién perustellen oikein.
Téstd on saatu laskettua ryhmén saavuttama keskiarvo jokaisen tehtdvdn kohdalle ja

tamén keskiarvon avulla on saatu laskettua keskihajonnat.

Taulukosta 4 voidaan ndhda, ettd molemmat ryhmét A ja B menestyivét Tehtdvén 1 niin
a- kuin b-kohdissa yhtd hyvin eli ryhmit saivat a-kohdasta 1,4 pistettd ja b-kohdasta 0,7
pistettd eli yhteensd koko tehtdviasté 2,1 pistettd. Tdma kattaa 70 % maksimipisteméarasta
ja tdssd tehtdvidssd molemmat ryhmét onnistuivat parhaiten saaden korkeimmat pisteet
kaikista tehtdvistd. Tehtdvéssd 3 ryhméd A sai keskiarvollisesti 0,1 pistettd huonomman
tuloksen kuin ryhma B. Ero ei kuitenkaan ole merkittdva, koska molemmat ryhmét saivat
tehtévistd melko alhaiset pisteet saaden enintddn 25 % maksimipisteistd tai sen alle.
Tehtdvassé 4 eroa vastaajaryhmien vililld oli eniten, koska ryhmé A sai keskiarvollisesti
0,3 pistettd huonomman tuloksen kuin ryhmé B. Molempien ryhmien vastaukset kattoivat
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kuitenkin 50 - 60 % maksimipisteistd, joten suurta eroa ei timinkéén tehtdvin kohdalla

ollut kokonaismenestyksen kannalta katsottuna.

Taulukko 4: Opiskelijoiden kokonaismenestys kokeessa pisteytettynd tehtivittdin ja

vastaajaryhmittéin eriteltyna.

Tehtévi ja Ryhmé ja Perusteltu Perusteltu Kokonaispisteet Keski-
maksimi- vastausmuoto tdysin osittain ja vastaava hajonta
pistemiira oikeinja  oikeinja  pistem&éra

pisteet pisteet

Tehtdva 1, (3 p)
a-kohta (2 p) A, tietokone (10) 6 (12p) 2(2p) 14/20eli1,4p 0,80
B, paperi (12) 7 (14 p) 33p) 17/24elildp 0,76

b-kohta (1 p) A, tietokone (10) 7 (7 p) - 7/10eli0,7p 0,46
B, paperi (12) 8(8p) - 8/12¢eli0,7p 0,47
Tehtdvad 3, (2 p) A, paperi (11) 0 4(4p) 4/22¢li04p 0,48
B, tietokone (11) 0 50p) 5/22¢eli0,5p 0,50

Tehtavd 4 (2 p) A, paperi (11) 1(2p) 8(8p) 10/22¢eli09p 0,58
B, tietokone (11) 4 (8 p) 50Gp) 13/22elil,2p 0,80

Keskihajonnalla voidaan kuvata sitd, kuinka kaukana keskiarvosta aineiston
havaintoarvot keskimdirin ovat. Mitd suurempi keskihajonta on laskettu tehtdvéddn
saadusta kokonaispisteiden keskiarvosta, sitd enemmén opiskelijjoiden saamat
pistemddrit eroavat toisistaan vastaajaryhmén sisélld. Keskihajonta pysyy alle yhden
jokaisen tehtdvdn kohdalla, mikd on melko jarkevai, koska tehtdvien maksimipisteet
olivat 2 pistettd ja Tehtdvan 1 b-kohdassa yhden pisteen verran. Keskihajonta on melkein
yhtd suuri niin Tehtdvén 1 ja 3 kohdalla molemmissa vastaajaryhmissd. Tamé kertoo siité,
ettei ryhmien vililld ole suurta eroa siind, miten opiskelijat ovat onnistuneet vastaamaan
tehtdaviin. Tehtdvin 4 kohdalla on enemman eroa, koska ryhmin A keskihajonta on 0,58,

kun taas ryhmaélle B keskihajonnaksi on saatu 0,8. Ero ndiden keskihajontojen vililld on
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0,22, kun taas muiden tehtdvien kohdalla ryhmien vélinen keskihajonta on 0,01 - 0,04
vélilld. Tama kertoo siitd, ettd ryhmén B sisélld on enemmén eroa opiskelijoiden vililla
siind, miten he ovat osanneet Tehtdvén 4 perustella, kun taas ryhmén A sisélld. Muiden
tehtdvien kohdalla keskihajonnat on samaa luokkaa, joten eroa ei niinkddn ole

opiskelijoissa ryhmien sisélld eikd ryhmien A ja B vililla.

Taulukosta 4 ndhddin myos, ettd ryhma A sai kokeesta yhteensé 3,4 pistettd ja ryhma B
sai yhteensd 3,8 pistettd. Maksimipistemaidrd néistd kolmesta tehtdvéstd oli 7 pistetta,
joten timén perusteella ryhmé B menestyi pistemaarallisesti hieman ryhmai A paremmin.
Ryhmén B saamat pisteet vastaavat 54 %:a maksimipisteméadristd, kun taas ryhmén A
saamat pisteet ovat 49 % koko maksimipisteméérastd. Eroa ryhmien onnistumisen valilla

prosentuaalisesti oli siis 5 %.
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LukuV
Pohdinta

Téassd luvussa kdydddn ldpi sitd, miten tutkielma onnistuu vastaamaan alkuperdiseen
tutkimusongelmaan. Siksi aluksi késitellddn tutkimusongelma ja padtulokset. Sen jdlkeen
késitellddn ongelmanratkaisukykyjen ja vastausmuodon vaikutuksia ratkaisuihin. Tdmén
jéilkeen kasitellddn parannusehdotuksia kokeen tehtdviin ja niiden ohjeistuksiin sekd
pohditaan tehtdvien onnistumista. Lopuksi kdyddan lapi tutkimuksen luotettavuutta ja

mahdollisia jatkotutkimuksen aiheita.

5.1 Tutkimusongelma ja paitulokset

Tutkimuksen tarkoituksena oli tutkia opiskelijoiden tekemié vastauksia kokeen tehtiviin,
joissa tehtdvdnd oli arvioida valmiiksi annettuja ratkaisuja. Niistd opiskelijoiden
ratkaisuista arvioitiin, kuinka hyvin opiskelijat kykenevét timin tyyppisid tehtdvia
ratkaisemaan. Opiskelijoiden tekemien vastauksien eroja ja yhtdldisyyksia tutkittiin eri
nidkokulmista késin. Tarkoitus oli ndhdd eroja opiskelijoiden ratkaisuissa

vastausmuotojen vililld ja ndhdd vastausmuodon vaikutuksia tehtyyn ratkaisuun.

Koska vastaajajoukko oli lopulta kovin pieni, ei tulosten pohjalta voida yleistda
kovinkaan paljoa. Opiskelijoiden ratkaisuista oli huomattavissa, ettd jonkin yhden tai
useamman matemaattisen ongelmanratkaisukyvyn puuttuessa tai ollessa muita heikompi,
oli ratkaisu mitd todenniko6isimmin vain osittain oikein perusteltu tai perusteltu kokonaan

vadrin. Tuloksista huomattiin myds, ettei vastausmuodolla ollut merkitystd sen suhteen,
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miten monta opiskelijaa sai ratkaistua tehtdvid oikein tai osittain oikein, koska
molemmilla vastausmuodoilla niitd saatiin melkein yhtd paljon. Tamé oli kuitenkin
jossain madrin tehtdvéikohtaista, koska esimerkiksi Tehtdvddn 4 saatiin tietokoneella
vastattuna enemmin oikeita ratkaisuja kuin paperilla vastattuna. Eroja eri
vastausmuodoilla tuotettujen ratkaisujen vililld oli siten, etti keskiarvollisesti pidempid
ja enemmin sanallisia selityksid sisdltdvid ratkaisuja saatiin tietokoneella vastattuna.

Mitddn suurempia eroja ei vastausmuotojen viélilld ollut.

Molemmat vastaajaryhmét A ja B suoriutuivat kokeesta toisiinsa verrattuna melkein yhta
hyvin, koska ryhmé A sai 49 % maksimipistemadrésti ja ryhma B sai 54 % samaisesta
pistemédrasti. Parhaiten molemmilla ryhmilld onnistui Tehtdvé 1, seuraavaksi parhaiten
Tehtédvi 4 ja huonoiten Tehtdva 3. Tdma kertoo siitd, ettei ryhmien A ja B vililld ollut
suuria matemaattisen osaamisen eroja eli molemmissa ryhmissd oli tasaisesti
matemaattisesti lahjakkaita opiskelijoita kuin niité, joille tehtdvét tuottivat enemmaén
haasteita. Ryhmien A ja B sisélld oli mydskin tulosten perusteella tasaisesti kaikkia eri
matemaattisten taitojen omaavia opiskelijoita. Tdmd on huomattavissa siitd, ettd
keskihajonnat eivit olleet ldhelld nollaa, joka kertoisi opiskelijoiden tekemien ratkaisujen
olleen kaikkien yhtd hyvid tai huonoja. Tdmén vuoksi voisi siis sanoa vastaajajoukon

edustaneen pienuudestaan huolimatta hyvin pitkdn matematiikan opiskelijoiden joukkoa.

5.2 Ongelmanratkaisukykyjen vaikutus

Melkein kaikista ratkaisuista oli selkeédsti huomattavissa ongelmanratkaisun eri kyvyt
(Ballew & Cunningham, 1982), joita ilman opiskelijan oli miltei mahdoton tehdé tiysin
oikein tai osittain oikein perusteltuja ratkaisuja. Oikein perustelluista ratkaisuista
huomataan, ettd opiskelijan on tdytynyt tunnistaa ensin ongelma, sitten tulkita ja kéasitella
sen sanallista informaatiota, sen jdlkeen suorittaa niitd laskutoimituksia, joita tehtdvéin
ratkaiseminen vaatii. Néitd taitoja yhdistdmalld opiskelija on osannut muodostaa
ongelman kokonaisratkaisun. Muutama tdysin oikein perusteltu ratkaisu oli tehty ilman
yhtidkédédn laskutoimitusta, mutta niiden sanallinen selitys oli kattava ja lopputulos oikea,
joka kertoo opiskelijan hallitsevan myds kyvyn soveltaa oikeanlaisia laskutoimituksia

sanallisesti selittimalla.
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Adaptiivisen paittelyn heikkous (Ballew & Cunningham, 1982) ndkyi muun muassa
Tehtdviassé 3, jossa oli ratkaistu eri suorien kulmakertoimia. Tehtdvéssi oli kaksi suoraa,
jotka olivat koordinaattiakseleiden suuntaisia suoria ja tdmé olisi ollut mahdollista
huomata annettujen suorien yhtiloistd. Kuitenkin jotkut opiskelijoista olivat jattédneet
ndmé suorat kokonaan késitteleméttd ja siten niiden osallisuudet kohtisuoruuksiin tai

yhdensuuntaisuuksiin oli jitetty kokonaan huomiotta.

Tutkimuksen toteutuslukion opettajan mukaan pari opiskelijaa olivat suoraan
kirjoittaneet vastaukseksi jokaiseen tehtdvddn kaikkien olevan oikein ja ldhteneet
koetilasta vihimmadisajan jalkeen pois. Tama tietenkin védristdd tuloksia suuntaan, etti
niihin tehtiviin tuli tdysin vaérin perusteltuja ratkaisuja, koska he eivét ole edes yrittdneet
tehdd annetuille ratkaisuyrityksille mitdén. Yrittelidisyys eli se, ettd opiskelija nidkee
matematiikan mielekkdind (Ballew & Cunningham, 1982), olisi auttanut niitd
opiskelijoita vastaamaan edes jotain ndihin tehtdviin. He eivit kuitenkaan voineet saada
kokeesta kovinkaan hyvii arvosanaa, koska yksikdin valmiina annettu ratkaisu ei ollut

tdysin oikein.

5.3 Vastausmuodon vaikutus

Tutkimukseen vastanneet opiskelijat olivat ensimméisen vuoden opiskelijoita, jotka
olivat sithen mennessé opiskelleet lukiossa noin kahdeksan kuukauden ajan. Téné aikana
he ovat opetelleet tietokoneen kéyttod sekd tarvittavia ohjelmia, joilla matemaattista
tekstid voidaan tuottaa niin kurssikokeissa kuin ylioppilaskokeissa. Koska opiskeljjoilla
on ollut verrattain vdhdn aikaa opetella tietokoneella vastaamista, pakostakin
tietokoneella vastaaminen on vaikuttanut opiskelijoiden tekemien ratkaisujen muotoon.

En kuitenkaan viittdisi, ettd vaikutus olisi ollut yhtdédn huonompaan suuntaan.

Tutkimuksen tuloksista huomattiin, ettei vastausmuodolla niyttinyt olevan lopulta
vaikutusta siithen, kummalla niistd saataisiin samaan tehtdvdidn enemmaéin oikein tai
osittain oikein perusteltuja ratkaisuja. On kuitenkin huomion arvoista, ettd
vastausmuodolla oli vaikutusta siihen, kuinka jdsenneltyjda ja loppuun harkittuja
opiskelijoiden tekemdt ratkaisut olivat. Samaan tehtdvéddn tulleet ratkaisut erosivat

toisistaan ulkonddllisesti riippuen siitd, kummalla vastausmuodolla ratkaisu oli tehty.
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Opiskelijoiden tekemistd ratkaisuista oli havaittavissa, ettd omaa ratkaisua selostettiin
enemmin, kun vastausmuotona oli tietokone. Titi tukee myds Akerfeldtin (2014)
kirjoittama artikkeli, jossa huomattiin tietokonetta kéytettdvén ajattelun ulkoistamiseen
ja sen jarjestelyn apuvilineend. Télloin niin sanallisista selityksistd kuin matemaattisista
laskuista tulee jasennellympid ja harkitumpia. Tietokoneella kirjoittaessa teksti oli
jasennellympéi ja selkedammin luettavissa, kun taas paperilla kirjoitettuna muutamien
opiskelijoiden késiala oli suttuista ja sekavaa. Tietokoneella tehty teksti on siten
helpommin luettavaa, eikd aikaa mene tehtivdn korjaajalla sen miettimiseen, mitd
opiskelija on tehtdvéddn vastannut. Tietokoneella tehdyissi vastauksissa oli huomattavissa
enemman lauseita ja niissd olevia sanoja kuin paperilla tehtyind. Samalla se tarkoittaa

my0s sitd, ettd tietokoneella tehdyissé vastauksissa merkkejd oli enemman.

Paperilla vastanneet opiskelijat ajattelevat vastauksensa valmiiksi mielesséén ja kun ovat
kirjoittaneet sen ylos, he harvoin muokkaavat siti eteenpiin (Akerfeldt, 2014). Tami oli
huomattavissa juuri siité, ettd paperille kirjoitetut sanalliset perustelut olivat lyhyempia
verrattuna tietokoneella vastanneiden perusteluihin. Paperille tehdyt ratkaisut olivat
ytimekkaadmpii eli niissé oli vihemmaén sanoja jokaista lausetta kohden kuin tietokoneella
tehtynd. Paperille tehdyissd vastauksissa oli havaittavissa enemmidn matemaattista
siséltod sanallisiin perusteluihin verrattuna, kun taas tietokoneella tehdyissi vastauksissa
oli melko saman verran sanallisia selityksid kuin matemaattisia perusteluja oman

ratkaisun tukena.

Paperille vastanneet opiskelijat olivat kirjoittaneet valmiiksi annettuihin ratkaisuihin
suoraan virheen kohdalle joko ”Véairin” tai he olivat tehneet kynilld alleviivauksen
virheen kohdalle tai ympyroineet kyseessd olleen virheen. Témén jilkeen he olivat
ldhteneet perustelemaan tehtdvin alapuolelle tyhjaan kohtaan omaa ratkaisuaan yleensa
sanallisesti. Téti ei kuitenkaan jokainen opiskelija ollut tehnyt, vaan saattoi suoraan alkaa
korjaamaan ratkaisuaan matemaattisesti. Tietokoneella vastattaessa téllainen
merkitseminen suoraan tehtdvdnantoon ja valmiina annettuun ratkaisuun ei ollut
mahdollista, koska vastaaminen tapahtui Abitti-ymparistdssd, jossa oma ratkaisu
kirjoitetaan tyhjddn tekstikenttddn. Loytyneitd virheitd oli mahdollista selittdd
tekstikenttddn sanoin tai suoraan matemaattisella lausekkeella ilman sanallista selitysta.

Téma oli yksi selked ero, mitd paperilla ja tietokoneella tehdyisti ratkaisuista oli helposti
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huomattavissa. Tami ero korostui eniten Tehtdvdn 3 kohdalla, jossa tehtdvidnanto ja
valmiina annettu ratkaisu oli sijoitettu niin, ettd paperilla vastattaessa oli helppo kirjoittaa
tyhjind olleisiin kohtiin tehtdvdnannossa ja valmiina annetussa ratkaisussa eikd

valttdmattd endd ollut tarvetta kayttiad tyhjand ollutta vastaukselle varattua tilaa.

5.4 Parannusehdotuksia kokeeseen ja tehtiaviin

Tutkimuksen toteutuksen ja tutkimusaineiston analysoinnin jidlkeen oli huomattavissa,
ettd kokeeseen ja sen tehtdviin voisi tehdd muutamia muutoksia. Niitd ovat esimerkiksi
tehtdvinantojen sanamuotoihin liittyvid seikkoja, joita muuttamalla niistd tulisi
helpommin ymmarrettéviid ja siten opiskelijat osaisivat aloittaa vastaamaan tehtéviin. Sen
takia seuraavaksi kisitelldén erilaisia parannusehdotuksia kokeeseen seki sen tehtdviin ja

lopuksi késitelldan tuntemuksia valmiiden ratkaisujen arvioinnista.

Yksi tutkimuksen tuloksiin vaikuttava kysymys, mika tuli esille vasta tutkimusaineistoa
analysoitaessa oli se, ettd ymmarsivitkd kaikki opiskelijat, ettd valmiina annetussa
ratkaisussa voi olla virheitd yhden sijasta my0s useita. Tehtdvissd ei itsessddn lukenut
montako virhettd annettuun ratkaisuun oli sisdllytetty. Ohjeistuksissa sanottiin ainoastaan
se, ettd annetut ratkaisut voivat olla jollain tavalla virheellisid ja ne tdytyy korjata oikeaksi
perustellen. Opiskelijoiden ymmaérryksen helpottamiseksi tehtéviin olisi siis voinut lisétd
jonkin vihjeen ratkaisuissa olevista virheiden méérastd tai siitd, ettd mikdén annetuista

ratkaisuista ei ole tdysin oikein tehty.

Jalkikdteen ajateltuna suoran yhtdloon liittyneen tehtdvdnannon, eli Tehtdvén 2, olisi
pitdnyt olla paremmin muotoiltu, jotta opiskelijat olisivat alkaneet korjaamaan ja
ratkaisemaan sitd. Nyt kukaan ei tehnyt téille tehtdvélle mitdédn, koska valmiina annettu
ratkaisu oli perusteltu annetun vakion arvon kanssa oikein. Tehtdvdnannossa luki
seuraavalla tavalla: “Mddritd vakio a siten, ettd piste P(1,a) on samalla suoralla
pisteiden A(2,5) ja B(4,a%) kanssa. Mitkii ovat pisteiden P ja B koordinaatit.”
Tehtidvanantoa olisi pitdnyt muokata esimerkiksi siten, ettd siind olisi kysytty “Milléd
vakion a arvoilla...” tai ”"Maédritd vakion a kaikki mahdolliset arvot...”, jolloin

sanamuodosta olisi voinut péételld vakion arvoja olevan enemmain kuin yksi.
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Tehtdvdan 2 epdonnistumisen korjaamiseksi toinen vaihtoehto olisi ollut jattdd
tehtédvinanto sellaiseksi kuin se jo nyt on, mutta muokata valmiina annettua ratkaisua.
Tatd voisi muokata esimerkiksi siten, ettd siind ndkyisi molemmat mahdolliset vakion
arvot, mutta ne olisivat jollain tavalla vadrin laskettuna. Tdmén pohjalta opiskelija
korjaisi annettua tehtévid ja huomaisi, etti molemmat arvot toteuttavat annetut ehdot eika
muita mahdollisia vakion arvoja ole. Valmiina annettuun ratkaisuun voisi vield lisdti
jonkin muun vakion arvon, joka niyttdisi siltd, ettd toteuttaisi annetut ehdot, mutta

opiskelijan korjatessa tehtdvii, han huomaisi, ettei vakion arvo toteuta ehtoja.

Erds huomioita ansaitseva seikka oli valmiina annetuissa ratkaisuissa olleet
samankaltaiset virheet. Esimerkiksi Tehtdvissd 1 ja 4 oli virhe kaavaan sijoituksessa
samalla tavalla eli x:n ja y:n arvot olivat menneet valmiina annetussa ratkaisussa véérin
kohtiin kaavassa. Olisi ollut kuitenkin parempi, ettd kokeen tehtivissa olisi ollut erilaisia
virheitd, ettei samankaltaisuus toistuisi. Tuloksia tarkasteltaessa tdméi ei tosin ollut
vaikuttanut niihin siten, ettd opiskelijat olisivat alkaneet etsid tehtdvistd aina kaavaan

védrin sijoitettuja arvoja.

Molemmat vastausmuodot huomioituna Tehtdvin 1 oli perustellut tdysin oikein 11
opiskelijaa kun taas tdysin oikein perusteltuja ratkaisuja Tehtidvéddn 4 oli tehty viisi
kappaletta. Téstd voisi padtelld, ettd vaikka opiskelija olisikin esimerkiksi huomannut
virheen Tehtdvissa 1, el hdn vilttdmatta ollut sitd huomannut endd Tehtdvassi 4, vaikka
ne samankaltaisia ovatkin. Virheen tunnistamattomuuteen saattoi vaikuttaa myos sekin,
ettd tehtavit eivit olleet perdkkdin vaan vélissd oli kaksi muuta tehtdvii ja niiden valmiit
ratkaisuyritykset, joihin sijoitetut virheet olivat erityyppisid ndihin kahteen muuhun

tehtdvain verrattuna.

Tehtdvit olivat sisdlloiltdédn sellaisia, ettd ne testasivat jo opittuja taitoja, joita oli kurssilla
kisitelty ennen koetta. Tehtdvien jarjestys kokeessa noudatti my0s jarjestysti, jossa ne on
oppitunneilla opetettu ja sama jérjestys on kdytossé olleessa oppikirjassakin. Siten kokeen
tehtévien voisi ajatella olevan loogisessa jérjestyksessd, jossa ne alkavat perustehtavisti
ja muuttuvat soveltavimmiksi kokeen loppua kohden. Néin ajateltuna kokeen tehtivien
jarjestys oli onnistunut, mutta nithin tehtyjen valmiina annettujen ratkaisujen

sanamuotojen olisi pitdnyt olla hieman tarkemmin ja selkedmmin ilmaistuja. Télloin
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opiskelijat olisivat ymmadrtineet tehtdvinannot ja annetut ratkaisut paremmin seké

ymmartineet sen, mitd ratkaisuista tdytyisi l1dhted korjaamaan.

Opettajan kysyessé oppilailta myohemmin, mitd mieltd he olivat olleet tehtivistd ja niiden
tavallisesta poikkeavasta luonteesta, olivat mielipiteet olleet yleisesti ottaen positiivisia.
Opiskelijat olivat olleet sitd mieltd, ettd téllaisia tehtdvinantoja voisi olla enemménkin
kokeissa tai oppitunneilla tehtavind. Opiskelijat eivit kuitenkaan piténeet sitd hyvéni
ideana, ettd esimerkiksi kaikki kokeen tehtivét olisivat valmiiden ratkaisujen arviointia.
Sama oli huomattu myds Jankon pro-gradu tutkielmassa (2015), jossa valmiiden
ratkaisun arviointia oli kdytetty oppimismenetelménd lukion oppitunneilla. Ero tdhdn
tutkimukseen on siind, ettd Jankon tutkimuksessa ratkaisujen arvioinnin jilkeen tehtdavii
ei ratkaistu perustellen oikeaksi. Voisi kuitenkin sanoa, ettd valmiiden ratkaisun arviointia
voisi kéyttdd tehtdvityyppind enemmainkin niin kokeissa kuin oppitunneilla. Térkedd
olisikin se, etti valmiina annetuista ratkaisusta olisi etsittivd virheet, mutta myos
korjattava ne perustellen oikein, koska se lisdd opiskelijoiden taitoa sanallistaa omia
matemaattisia ratkaisujaan. My0s muita positiivisia kokemuksia on opiskelijoilta keritty
liittyen valmiiden ratkaisujen arviointiin; toisten virheiden etsimistd pidettiin
opettavaisena ja silmid avaavana, koska sen avulla saattoi helpommin havaita my6s omat
virheensd ja matemaattiset puutteensa ja vastaavanlaisia tehtdvid toivottiin jokaiselle

lukion matematiikan kurssille (Eronen, 2019).

5.5 Tutkimuksen luotettavuus ja jatkotutkimus

Koulun opettaja ohjeisti ja valvoi kurssin vilikokeen, jonka jédlkeen opettaja otti
vastaajien nimet pois papereista, kun oli ensin arvioinut kunkin opiskelijan
koesuorituksen. Téamdn jidlkeen hin toimitti opiskelijoiden tekemdt vastaukset
tutkimuksen tekijille eteenpiin. Kaikista vastanneista opiskelijoista kaksi palautti kokeen
ilman perusteluja eikd ndyttinyt omaa osaamistaan, mutta myos nidma vastaukset otettiin
mukaan tutkimukseen. Siten 20:n opiskelijan tekemid ratkaisuja voidaan pitdd
tutkimuksen kannalta luotettavina, mikd pienentdd vastaajajoukkoa entisestdin.
Vastaajajoukko pieneni alkuperdisestddn sen vuoksi, ettd kaikki kurssia suorittaneet

opiskelijat eivit olleet vilikokeen teon ja siten tutkimuksen toteutuksen aikana paikalla
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erindisistd syistd. Kerdttyd aineistoa voidaan kuitenkin muilta osin pitdd uskottavana,
koska kyseessd oli kurssin arviointiin ja suorittamiseen vaikuttanut koe, jolloin sithen

tehdyt vastaukset on tehty vakavissaan.

Tutkimuksen luotettavuutta vastausmuotojen vélisen vertailun suhteen lisdsi vélineen
vaihto tehtdvien teon vilissd kahden eri vastausmuodon viélilla. Tutkimuksen toteutuksen
kannalta tdma lisési haastetta, koska olisi ollut helpompaa antaa toisen ryhmén vastata
pelkidstdédn paperilla ja toisen pelkdstédén sdhkoisesti tietokoneella eika talldin olisi mennyt
aikaa vélineen vaihtoon. On kuitenkin selvéd, ettd niditd vastausmuotoja ei voida pitdd
toisiinsa verrattuna tdysin samanlaisina, koska tietokonetta opiskelijat ovat kéyttdneet
matemaattisen vastaamisen apuna alle vuoden verran, kun taas paperilla he ovat
vastanneet jo ensimmdisestd peruskoulun luokasta ldhtien matematiikan kokeissa. Siksi
olikin tirkedd, ettd opiskelijoiden oli saatava vastata molemmilla vastausmuodoilla,
koska opiskelijoiden matemaattiset vastauskokemukset tietokoneella ovat ajallisesti

todella lyhyet verrattuna paperilla vastaamiseen.

Tutkimus on tiysin toistettavissa sellaisenaan ainakin MAAS - Analyyttinen geometria
kurssin alkuosan vélikokeena niin kauan kun kyseiselld kurssilla opetetaan vilikokeessa
olleita aiheita. Laajemmin tutkimus on toteutettavissa siten, ettd valmiiden ratkaisujen
arviointia olisi tehtdvdnannoissa minkd tahansa pitkdn matematiikan kurssin vili- tai
loppukokeessa. Vaihtoehtona on myds vastata kokonaan tietokoneella eikd kiyttdd
olleenkaan paperilla vastaamista vaihtoehtona, mikd palvelisi lukiossa olevaa nykyisti
tyoskentelykulttuuria enemmmain. Toisaalta vélineen vaihto on mahdollista toteuttaa
missd tahansa sdhkdisesti ja paperilla suoritettavassa kokeessa, jos halutaan tutkia vield
enemmin ndiden vastausmuotojen vilisid eroja sekd vastausmuodon vaikutuksia

tehtyihin ratkaisuihin.

Tutkimusta voisikin laajentaa esimerkiksi tutkimalla sitd, minké tyyppisiin tehtéviin tai
mille lukion matematiikan kursseille valmiiden ratkaisujen arviointi voisi sopia parhaiten.
Yleisesti voisi sanoa, ettd valmiiden ratkaisujen arviointi sopisi parhaiten toisen tai
kolmannen vuoden opiskeljjoille, koska heilld on jo enemmin kokemusta omien
ratkaisujen tuottamisesta sekd niiden perustelemisesta verrattuna ensimmaéisen vuoden

opiskelijoihin. Pienissd miérin, esimerkiksi yksi tehtdvd koko kurssin loppukokeesta,
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voisi kuitenkin olla valmiin ratkaisun arviointia myds ensimmadisen vuoden matematiikan
kursseilla. Jatkotutkimuksen mahdollisuus voisi olla myos siind, miten valmiiden
ratkaisujen arviointi sopisi lyhyen matematiikan kursseille ja aiheisiin. Valmiiden

ratkaisujen arvioinnin sopivuutta yldkoulun matematiikkaan voisi my®ds tutkia.
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Liite A

Kokeen tehtivit ja valmiina annetut ratkaisut

Tehtiva 1
Suora kulkee pisteiden A(2, —6) ja B(—3,4) kautta.

a) Madritd suoran kulmakerroin

b) Onko suora nouseva, laskeva, vaakasuora vai pystysuora, miksi?

Ratkaisuyritys:

) 2—(-3 5 1
a) Suoran kulmakerroin on k = 6( 4) = -—==-

b) Suora on laskeva, koska suoran kulmakerroin on negatiivinen.
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Tehtiva 2

Maéiritd vakio a siten, ettd piste P(1, a) on samalla suoralla pisteiden A(2,5) ja B(4, a?)

kanssa. Mitka ovat pisteiden P ja B koordinaatit.

Ratkaisuyritys:

Kuvan avulla ndhddén, ettd kun a = 3, niin pisteet sijaitsevat samalla suoralla. Silloin

my06s ndhddén, ettd suoran kulmakerroin on 2 ja suoran yhtilo on silloin y = 2x + 1.

Kun a = 3, niin P(1,3) ja B(4,9).
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Tehtiva 3

Mitka alla olevista suorista, f — [, ovat toisiaan vasten kohtisuorassa? Entd mitkd suorat

ovat keskenédén yhdensuuntaiset?

fi 2x+y—-5=0

g —2x+7=0

h: 2x—6y+5=0

ii 3y—2=0

Jji 2x+y-—-3=0

k: 4x—-12y—-15=0

I: 3x+y+4=0

Ratkaisuyritys:
Muokataan jokaista yhtdlod niin, ettd saadaan kulmakerroin nékyviin

fi 2x+y—-5=0 & y= -2x+5, kf= -2

g —2x+7=0 & x:Z

|
==~
Q
I
~

h: 2x—6y+5=0 & y= ,kh=§_§

i 3y-2=0 o y=2 k=7
i 2x+y-3=0 & y=-2x+3,kj=-2

ke 4x—12y-15=0 & y="2 k=—

62



I: 3x+y+4=0 & y= -3x—4,k = -3

Suorat ovat yhdensuuntaiset, kun kulmakertoimet ovat yhté suuret.
Yhdensuuntaiset suorat: f ja j : molempien kulmakerroin on —2

Suorat ovat toisiaan vasten kohtisuorassa, kun niiden kulmakertoimien tulo on —1.

Kohtisuorassa olevat suorat: hjal : § -3= -1
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Tehtiva 4

Olkoon olemassa piste (3t,7 +t) ja suora 5x + 12y — 27t = 0. Osoita, onko pisteen

etdisyys suorasta riippuvainen vakion t arvosta.

Ratkaisuyritys:

. . _ |aX0+by0+C| . .
Pisteen etdisyys suorasta lasketaan kaavalla d = Vo Sijoitetaan annetut tiedot
yhtédloon.

1574041236+ (-270] _ |35 +5t+36t— 271 _ |35 141
B V5Z +122 - 5+ 12 - T 17

Eli etdisyys riippuu vakion t arvosta, koska se ei supistu pois.

: o e 5 5
Esimerkiksi, kun t = 0, niin etdisyys d = % = i—7 .
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Liite B

Lupa koevastausten kayttoon

Talla kokeella on tarkoitus kerdtd aineistoa Pro gradu -tutkielmaa varten. Tarkoituksena
on tutkia vastausmuotojen vilisid eroja sekd matemaattisia argumentointitaitoja.
Yksittdisten opiskelijoiden tiedot eivit tule tutkielmassa esiin eikd henkil6tietoja ole
mahdollista selvittdd vastausten avulla. Tutkimukseen liittyvistd vastauksista poistetaan
nimitiedot, eikd tutkimuksen tekija saa niitd missdén vaiheessa tietoonsa. Osallistuminen

tutkimukseen ei vaikuta kurssin suoritukseen milldén tavalla.

[] Kyll4, annan luvan kéyttéé vastauksiani.

D Ei, en anna lupaa kéyttdd vastauksiani.

Kokeessa on nelj tehtdvia. Jokaiseen tehtdvain on annettu valmis ratkaisu, joka voi olla
osittain tai kokonaan oikein tai vaérin. Jos ratkaisu on mielestési véérin, perustele miksi
ja korjaa valmista ratkaisua. Jos ratkaisu on mielestdsi oikein, valinnan voi perustella,

mutta se ei ole pakollista.
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Liite C

Tehtivien oikeat ratkaisut

Tehtiva 1
Suora kulkee pisteiden A(2, —6) ja B(—3,4) kautta.

a) Madritd suoran kulmakerroin

b) Onko suora nouseva, laskeva, vaakasuora vai pystysuora, miksi?

Oikea ratkaisu:

—6—4 10
2-(=3) 5 —2

a) Suoran kulmakerroin on k =

b) Suora on laskeva, koska suoran kulmakerroin on negatiivinen.
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Tehtiva 2

Maéiritd vakio a siten, ettd piste P(1, a) on samalla suoralla pisteiden A(2,5) ja B(4, a?)

kanssa. Mitka ovat pisteiden P ja B koordinaatit.
Oikea ratkaisu:
Pisteet P, A ja B ovat samalla suoralla, jos suorien PA ja AB kulmakertoimet ovat samat.

Lasketaan néiden suorien kulmakertoimet:

5-a 5-a . a®-5 a?-5
kpa=s=7T=5-a ja kp="7 =

Kulmakertoimien on oltava samat, joten muodostetaan saaduista kulmakertoimista yhtalo

ja ratkaistaan se.

a’-5
2

=5—-a || -2

a?—5=10-2a

a’+2a—-15=0 Ratkaistaan ratkaisukaavalla.
a= —5 taia=3.

Kun a = —5, niin P(1,—5) ja B(4,25) jakuna = 3, niin P(1,3) jaB(4,9).
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Tehtava 3
Mitka alla olevista suorista, f — [, ovat toisiaan vasten kohtisuorassa?

Entd mitka suorat ovat keskendin yhdensuuntaiset?

f: 2x+y—-5=0

g —2x+7=0

h: 2x—6y+5=0

ii 3y—2=0

Jji 2x+y-—-3=0

k: 4x—-12y—-15=0

I: 3x+y+4=0

Oikea ratkaisu:
Muokataan jokainen yhtdlo sellaiseen muotoon, josta ndhdddn kulmakerroin helpoiten.

f: 2x+y—-5=0 & y= -2x+5, kg= -2

g —-2x+7=0 & x= % , pystysuora suora

h: 2x—6y+5=0 & y=2X6+5 ,kh=§

: 2
i 3y—-2=0 & y= 3 vaakasuora suora
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ji 2x+y—-3=0 & y= —-2x+3,kj=-2

ki 4x—12y—15=0 & y= ,kk:izg

L 3x+y+4=0 © y= -3x—4 ,k= -3

Suorat ovat yhdensuuntaiset, kun kulmakertoimet ovat yhté suuret.
Yhdensuuntaiset suorat:

fjaj : molempien kulmakerroin on —2

k ja h: molempien kulmakerroin on §

Suorat ovat toisiaan vasten kohtisuorassa, kun niiden kulmakertoimien tulo on -1.
Kohtisuorassa olevat suorat:

gjai: toinen on pystysuora suora ja toinen vaakasuora suora
|
kjal:2--3= -1

hjal: =- -3 = -1

Wl
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Tehtiva 4

Olkoon olemassa piste (3t,7 +t) ja suora 5x + 12y — 27t = 0. Osoita, onko pisteen

etdisyys suorasta riippuvainen vakion t arvosta.

Oikea ratkaisu:

. b . .
Pisteen etdisyys suorasta lasketaan kaavalla d = % . Sijoitetaan annetut tiedot

yhtédloon.

Ly 15:3t412- (740 +(-270)] _ |15t 484+ 12271 _ [84] _ 84

V52 +122 V169 V169 13

Eli etdisyys ei riipu vakion t arvosta, koska se supistuu pois.
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