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Johdanto

Aritmetiikan peruslause on ollut tunnettu jo antiikin Kreikan ajoista ldh-
tien ja 10ytyy todistuksineen esimerkiksi Eukleideen kirjasarjan Alkeet seit-
semdnnestd kirjasta. Myohemmin Carl Friedrich Gauss nykyaikaisti tulok-
sen ja todistuksen teoksessaan Disquisitiones Arithmeticae, sekd yleisti tu-
loksen niin sanotuille Gaussin kokonaisluvuille

7Z(i) ={a+bi:a,b e Z,i’ =1

Edelleen, Gotthold Eisenstein osoitti aritmetiikan peruslauseen olevan voi-
massa Eisensteinin kokonaisluvuille 7,(r/—3).

Monet matemaatikot olivat siind kasityksessd, ettd aritmetiikan peruslause
on voimassa kaikissa lukurenkaissa ja Gabriel Lamé esittikin todistuksen
Fermat'n suurelle lauseelle jakaen summan x™ + y"™ kompleksilukutekijoik-
si yksikkojuurten avulla. Ernst Kummer oli kuitenkin paria vuotta aiem-
min osoittanut, ettd yksikasitteinen tekijoihinjako ei toimi aina Lamén to-
distuksessa kdyttamille kompleksiluvuille. Koko algebrallisen lukuteorian
tutkimus ldhtikin liikkeelle sen selvittamisestd, ettd milloin yksikésitteinen
tekijoihinjako on voimassa. Tédssd tutkielmassa rajoitutaan tarkastelemaan
tietynlaisia renkaita ja havaitaan, ettd yksikdsitteisen tekijoihinjaon ole-
massaolo riippuu renkaan ideaaleista. Yksikéasitteinen tekijoihinjako on-
nistuu tdsmélleen silloin kun kaikki renkaan ideaalit ovat padideaaleja, eli
yhden alkion virittamia.

Luvuissa 1ja 2 listataan pohjatiedot, joita tutkielmassa mydhemmin kéyte-
tdan. Ndissa kappaleissa esitetyt asiat oletetaan tunnetuiksi ja todistuksia
ei kdyda lapi tassa tutkielmassa paria poikkeusta lukuunottamatta. Luku-
teorian puolelta Eukleideen lemma ja perinteinen aritmetiikan peruslause
esitetddn todistuksineen ja varsinkin jalkimmadisen todistuksesta voi my®o-
hemmin 16ytdd samankaltaisuuksia yleisempien tapausten todistuksesta.

Kolmannessa luvussa keskitytddn tarkastelemaan kokonaisalueita ja pe-
rehdytddn hieman niiden rakenteisiin. Kolmannen luvun péatulos on yk-
sikdsitteisen tekijoihinjaon olemassaolon osoittaminen paddideaalikokonai-
salueissa. Neljannessa tutkitaan tarkemmin ideaaleja ja rakennetaan aluk-
si hieman toisenlainen esimerkki yksikésitteisestd tekijoihinjaosta osoitta-
malla, ettd algebrallisten kokonaislukujen renkaiden nollasta eroavat ide-
aalit voidaan itse asiassa esittdd yksikésitteisesti alkuideaalien tulona. Nel-
jannen padtulos on, ettd yksikésitteinen tekijoihinjako algebrallisten koko-



naislukujen renkaassa on mahdollista tdsmalleen silloin kun kaikki ren-
kaan ideaalit ovat padideaaleja.



1 Lukuteoriaa

1.1 Jaollisuus

Olkoot a € Z\{0}ja b € Z. Sanotaan, ettd luku a jakaa luvun b, jos 16ytyy
luku c € Z siten, ettd b = a - c. Tdma merkitddn usein alb. Sanotaan my0s,
ettd luku a on luvun b tekiji.

1.2 Suurin yhteinen tekija

Olkoot a,b € Z siten, ettd ainakin toinen luvuista eroaa nollasta. Lukujen
aja b suurin yhteinen tekiji on luku n € N, n > 0, joka tdyttdd seuraavat

ehdot:
1. nfajan/b
2. jos jollekin m € N on my0s voimassa m|aja m|b, niin n > m.

Suurinta yhteistd tekijad merkitdan syt(a,b) =n.

1.3 Alkuluvut

Lukua p € N, p > 0 sanotaan alkuluvuksi, jos luvun p ainoat tekijét ovat 1
ja p. Jos luku ei ole alkuluku, niin sitd sanotaan yhdistetyksi luvuksi. Alku-
lukujen joukkoa merkitdan P:114, eli

P :={a: a € N on alkuluku}.

Seuraava madritelma saattaa vaikuttaa aluksi hieman kummalliselta, mut-
ta osoittautuu mydhemmin varsin oleelliseksi.

1.4 Loppuluvut

Lukua e € N sanotaan loppuluvuksi, mikéli ehdosta elab, a,b € N seuraa
ela tai e|b kaikille tuloille ab, joiden tekija e on.

1.5 Suurimman yhteisen tekijin ominaisuuksia

Suurin yhteinen tekijd voidaan ilmaista myos lineaarikombinaationa. Jos
n = syt(a, b), niin 16ytyy kokonaisluvut x ja y siten, ettd

n=a-x+b-y.
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Erityisesti syt(a, b) = 1jos ja vain jos 16ytyy luvut x,y € 7Z siten, ettd

1 = ax + by.

1.6 Eukleideen lemma

Jos p on alkuluku, a,b € Z ja p|ab, niin p|a tai p|b.
Todistus:
Jos pla, niin todistus on valmis. Oletetaan siis ettei ndin ole, joten
syt(a,p) = 1.
Téten joillakin x,y € Z voidaan kirjoittaa luku 1 muodossa
1 = ax +py.
Kertomalla puolittain luvulla b, saadaan
b = abx + pby,

missd p jakaa yhtédlon oikean puolen, joten sen tdytyy myos jakaa vasen
puoli, eli p|b.

Induktiolla voidaan todistaa yleisempi tulos, eli ehdosta p| [ [; a; seuraa
aina, ettd p|a; jollakin j.

1.7 Aritmetiikan peruslause

Olkoon a € Z,a > 2. Tallin a voidaan esittdd alkulukujen tulona jarjes-
tystd vaille yksikasitteisesti.

Todistus:

1. Olemassaolo:
Selvasti tulos pétee kaikille luvuille {2, 3, ..., 10}. Tehd&dédn vastaoletus: on
olemassa ehdot tayttdva kokonaisluku, jota ei voi kirjoittaa alkulukujen
tulona. Olkoon k pienin tdllainen luku. Nyt k ei voi olla alkuluku, sill4 t&l-
16in se olisi itsensd tulo, joten sen taytyy olla yhdistetty luku. Téaten 16ytyy
luvut

IT<l<kjal<m<k
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siten, ettd k = 1 - m. Koska k oli pienin luku, jolla ei ole alkutekijdesitystd,
taytyy luvuilla 1 ja m olla sellainen. T&dlloin my6s luvulla k on alkutekijde-
sitys, joten vastaoletuksen tdytyy olla vaara.

2. Yksikisitteisyys:
Oletetaan sitten, ettd n on pienin luku, jolla on kaksi eri alkutekijéesitystd,

k l
n= | | S = | | Tj.
i=1 j=1

Eukleideen lemman nojalla sy jakaa rj:n jollakin j € {1, ..., 1}. Voidaan olet-
taa, ettd sy|r,, jolloin saadaan

Koska n oletettiin pienimmaéksi luvuksi, jolla on kaksi eri alkutekijdesitys-
td, tiytyy olla (tarvittaessa jarjestdimalld termit uudelleen)

S1 =T1y.eeeySk—1 = Tk—1y Sk = T,

joten n:114 on vain yksi alkutekijdesitys.

1.8 Aritmetiikan peruslause polynomeille

Aritmetiikan peruslause on voimassa myds K-kertoimisille polynomeille,
kun K on kompleksilukujen kunnan C alikunta ([1] s. 38, Theorem 3.16).
Jatkossa kuitenkin keskitytddn luvuista koostuvien rakenteiden tutkimi-
seen.

1.9 Loppuluvuista

Eukleideen lemmasta seuraa suoraan, ettd kaikki alkuluvut ovat loppu-
lukuja. Muunlaisia loppulukuja ei ole, silld jos a on loppuluku ja silld on
jokin muu tekijd 1, jolle T < 1 < a, niin a = k - Ljollekin 1 < k < a. T4dlldin
kuitenkin alkl, mutta a ei jaa kumpaakaan luvuista k ja |, mikd on ristirii-
taista loppulukujen mééritelméan kanssa.

On siis kaksi eri méadritelméad, joista molemmista tulee ulos alkulukujen

joukko, eli kokonaislukujen alkuluvut voitaisiin myos maééritella loppu-
lukujen kautta. Ndin ei yleensd tehdd, koska ns. perinteinen méadritelma

8



on itsessddn varsin selked ja yksinkertainen. Yleisessa tilanteessa algebral-
lisille luvuille joudutaan kuitenkin suorittamaan alkulukujen maéaérittely
nimemomaan loppulukujen kautta.



2 Algebraa

Algebran peruskaisitteet oletetaan tunnetuiksi, mutta tutkielman kannalta
oleellisimmat rakenteet, kuten rengas ja kokonaisalue méaéritellaan tdssa
luvussa. Lisédksi esitelldidn muutama hieman harvinaisempi algebrallinen
rakenne, joihin ei perehdytd sen syvéllisemmin. Ensimmadinen ndistd on
ns. vapaa Abelin ryhmi, jonka yhteys lineaarialgebraan on ilmeinen. Vapaat
Abelin ryhmaét ovat vain tukemassa tutkielmaa ja vapaiden Abelin ryh-
mien ominaisuuksista voi lukea lisdd muualta [2].

2.1 Vapaa Abelin ryhma

Olkoon G Abelin ryhma ja X = {x1,...,X,} ryhmén G epéatyhja osajoukko.
Jos jokainen g € G voidaan esittdd yksikasitteisesti muodossa

g=aiX] +axx; + ...+ AnXnp,

missd aj, ..., 0, € Z, niin ryhmdd G sanotaan joukon X generoimaksi va-
paaksi Abelin ryhmiiksi ja joukkoa X sanotaan ryhméan G kannaksi.

Z on vapaa Abelin ryhmd, jonka kantoina ovat joukot {1} ja {—1}, mutta
7, ei ole, silld sen ainoa mahdollinen kanta on {1} ja

2-1+1=1 (mod 2),

eli alkiolla 1 on useita eri esityksia.

2.2 Vapaan Abelin ryhmin aste

Olkoon G # {0} vapaa Abelin ryhmd, jonka kannassa X on ddrellinen méaa-
rd alkioita. Talloin jokainen ryhmén G kanta sisdltda dérellisen méaaran al-
kioita ja kaikissa kannoissa on tdsmaélleen sama maéara alkioita.

Todistus:

[3] s. 335, Theorem 38.6

Vapaan Abelin ryhmén kannan alkioiden lukumaééarda kutsutaan ryhmén
asteeks.
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2.3 Vapaan Abelin ryhmain osajoukot

Olkoon G # {0} vapaa Abelin ryhm4, jonka aste onn € N ja olkoon K # {0}
ryhmén G aliryhmad. Talloin my6s K on vapaa Abelin ryhmé asteenaan

s < n. Loytyy my0s kanta {x;, ..., x,} ryhmaille G ja kokoelma kokonais-
lukuja dy,. .., ds, joille on voimassa, ettd luku d; jakaa luvun d;;; kaikille
i=1,...,s — Isiten, ettd {dix, ..., dsXs} on ryhmén K kanta.

Todistus:

[3] s. 337, Theorem 38.11

2.4 Rengas

Olkoon R joukko, jossa on médritelty laskutoimitukset + ja -. Kolmikkoa
(R, +, -) sanotaan renkaaksi, jos

1. (R,+) on Abelin ryhms,
2. laskutoimitus - on liitdnndinen ja
3. kaikille a, b, c € R osittelulait ovat voimassa, eli

ea-(b+c)=a-b+a-c
e (a+b)-c=a-c+b-c.

Jos renkaalla on kertolaskun suhteen neutraalialkio, sitd kutsutaan ykko-
salkioksi ja merkitaan 1g. Rengasta (R, +, ) kutsutaan talloin ykkoselliseksi
renkaaksi. Jos laskutoimitus - on vaihdannainen, niin (R, +, ) on vaihdan-
nainen rengas.

2.4.1 Huomautus

Téassa tutkielmassa kaikki renkaat ovat ykkosellisid ja vaihdannaisia, ellei
erikseen mainita toisin.

2.5 Polynomirengas

Polynomit, joiden kertoimet kuuluvat renkaaseen R, muodostavat polyno-
mirenkaan R[t], jonka alkiot ovat siis yhden muuttujan polynomeja

r(t)=ao+ a1t + at? + ...+ anth,

missd agp, ..., 0, € Rag,...,a, € R.
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2.6 Kokonaisalue

Rengas R on kokonaisalue, jos 1 # Og ja jos renkaassa ei ole nollan tekijoitd,
eli ehdosta a,b € R\{0} seuraa ab # 0. Ehto 1 # Oy tarkoittaa sitd, ettd
kokonaisalueessa on aina vdhintaan kaksi alkiota.

2.7 Kunta

Kokonaisalue D on kunta, mikali kaikilla nollasta eroavilla alkioilla on
kaanteisalkio kertolaskun suhteen.

2.8 Moduli

Olkoon R rengas. Abelin ryhmaa (M, +) ja operaatiota R x M. — M, jossa
kaikille r,s € Rja m,n € M pétee

1. (r+s)m=rm+ sm,
2. r(m+n) =rm+ rn,
3. r(sm) = (rs)m,

4. Tm=m,

sanotaan R-moduliksi.

Ryhmédn M aliryhmé&d N, jossa kaikillan € N jar € R patee n € N,
kutsutaan ryhméan M-alimoduliksi.

2.9 Ideaali
Renkaan R epétyhja osajoukko I on ideaali, jos
1. r — s € I kaikille joukon I alkioille 1 ja s ja

2. rsclainakunr e ljas eR.

2.9.1 Huomautus

Renkaan R ideaali I on siis myds renkaan R alirengas, jos renkaalta R ei
vaadita ykkosellisyyttd, tai jos renkaan R alirenkailta ei vaadita ykkoselli-
syyttd. Erityisesti ideaalin I voi kasittdd R-alimoduliksi.
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2.10 Tekijdarengas

Jos R on rengas ja I on sen ideaali, niin sivuluokkarengasta (R/I, +, -) kut-
sutaan R:n tekijarenkaaksi ja sen alkiot ovat sivuluokat I + r, missd r € R.
Laskutoimitukset maaritellaan

I+7r)+I+s)=1+(r+s)
(I4+71)-(I+s)=I1+r7s

kaikille r, s € R.

211 Ideaalin normi
Olkoon R rengas ja I sen ideaali. Talloin
N(I) = [R/I,

eli tekijarenkaan R/I alkioiden lukumaééra, on ideaalin I normi. Esimerkiksi
renkaassa 7 ideaalin 27 normi

N(2Z) = |Z/27Z| = [{02, 12} = 2.

2.12 Lemma

Jos Ija J ovat renkaan R nollasta eroavia ideaaleja, niin
N(IJ) = N(DN(]).

Todistus:

[4] Theorem 4.2.7

213 Padidideaali
Renkaan R alkion a virittdma joukko
(a) =aR ={ar: r € R}

muodostaa renkaan R ideaalin, ns. péidideaalin.

2,14 Padidideaalikokonaisalue (principal ideal domain)

Kokonaisaluetta D, jonka kaikki ideaalit ovat padideaaleja, kutsutaan piii-
ideaalikokonaisalueeksi ja lyhennetddn tarpeen tullen termiksi PIKA (engl.
PID)
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2.15 Algebralliset luvut ja algebralliset kokonaisluvut

Lukua a € C sanotaan algebralliseksi luvuksi, jos on olemassa jokin ratio-
naalilukukertoiminen polynomi, jonka nollakohta a on, eli

pn@ +praa™ !+ ...+ pra+po =0,

missd p; € Q kaikillai = 0,...,n — 1. Algebralliset luvut muodostavat
kunnan C alikunnan ([5] s. 36, Theorem 2.1) ja algebrallisten lukujen jouk-
koa merkitdaan A:lla.

Vastaavasti lukua b € C sanotaan algebralliseksi kokonaisluvuksi, jos se to-
teuttaa perusmuotoisen (engl. monic, eli korkeimman asteen kerroin 1)
kokonaislukukertoimisen polynomin, eli

b4 qu b ...+ qib+qo =0,

missd q; € Z kaikillai =0,...,n—1. Algebralliset kokonaisluvut muodos-
tavat algebrallisten lukujen alirenkaan ([5] s. 43, Theorem 2.9) ja algebral-
listen kokonaislukujen joukkoa merkitdan B:114.

216 Algebrallisten lukujen polynomit

Jos 8 € C toteuttaa perusmuotoisen polynomiyhtélon, jossa polynomin
kertoimet ovat algebrallisia kokonaislukuja, niin my6s 0 on algebrallinen
kokonaisluku.

Todistus:

[5] s. 43, Theorem 2.10

2.17 Kokonaislukukanta

Olkoon K lukukunnan (Q n-asteinen laajennos, eli K = 3(0), missad 6 on
algebrallinen kokonaisluku. T&lloin kunnan K QQ-kanta on se kanta, joka
joukolla K on Q-vektoriavaruutena. Kunnalla K tdimé kanta on n-asteinen,
silla

{1,6,...,0""}

on joukon K kanta.
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Jonkin tietyn lukukunnan K (eli K = Q(0), missd 0 € B) algebrallisten ko-
konaislukujen rengas Oy madritelldan

Ox = KNDB.

Mikali kunta K on asiayhteydestd selvd, niin lyhennetddn merkintd ©:ksi.

Lukukunnan K algebrallisten lukujen rengas Ox on Abelin ryhma yhteen-
laskun suhteen ja ryhmén (O, +) Z-kantaa kutsutaan kunnan K kokonais-
lukukannaksi. Siis {e, . . . , &g} on kokonaislukukanta jos ja vain jos jokainen
luku o on joukossa O ja jokainen ryhmén O alkio voidaan kirjoittaa muo-
dossa

arx + ...+ ag00,

missd ap,...,0a5 € Z.

2.18 Lukukunnan kokonaislukukanta

Jokaisella lukukunnalla K on olemassa kokonaislukukanta ja ryhma (O, +)
on astetta n oleva vapaa Abelin ryhmd, missd n on sama kuin lukukun-
nan K aste.

Todistus:

[5] s. 46, Theorem 2.16

219 Kuvauksia ja normi

Olkoot (R, +,-)ja (S, ®, ®) renkaita. Kuvausta f: R — S sanotaan rengasho-
momorfismiksi, jos se toteuttaa ehdot

1. fla+b) =f(a) & f(b) ja

2. f(a-b) =1f(a) ®f(b)

kaikille a,b € R. Mikili kuvaus f on my®s injektio, kutsutaan kuvausta f
rengasmonomorfismiksi.

Algebrallisten lukujen normi méédritellidn monomorfismien avulla. Olkoot
K = Q(0) lukukunta astetta n, jolloin 16ytyy siis n erillistd monomorfis-
mia kunnalta K kunnalle C ([5] s.38, Theorem 2.4), o7, ..., 0,. Nyt kaikille
« € K madaritelldan normiksi

Nk(o) = [ T oi(e0).
i=1
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2.19.1 Huomautus

Koska normi on maaritelty monomorfismien avulla, niin saadaan siis “il-
maiseksi” tulos
N(ab) = N(a)N(b),

kun aja b ovat algebrallisia lukuja ja jos a # 0, niin my6s N(a) # 0.

Eréds tarked ominaisuus on myos, ettd jos a € B, niin N(a) € Z. [5]

2.20 Esimerkki

Kunnan Q) toisen asteen kuntalaajennuksia sanotaan kvadraattisiksi kunnik-
si (engl. quadratic fields). Tdllaiset laajennukset ovat muotoa

K= Q(\/a)v

missd d € Z on nelidvapaa (eli ei ole jaollinen millddn nelidluvulla) ja
toisen asteen kuntalaajennukselle 16ytyy kaksi monomorfismia K — C

oj(a+bvd) =a+bVvd
02(a +bVd) = a — bVd.
Jos nyt K = Q(+/11), niin
o1(a+bV11) =a+bV11
o2(a+bV11) =a—bV11.
a
] N(a+bV11) = (a+bV1T) - (a—bV11) = o> — 11b%.

Myo6hemmin osoittautuu hyodylliseksi tietdd, millaisia kunnan ©Q(v/d),
missd d on nelidvapaa, algebrallisten lukujen renkaat ovat.

2.21 Kvadraattisten kuntien algebralliset luvut

Olkoon d neliovapaa kokonaisluku. Talloin lukukunnan Q(vd) algebral-
liset kokonaisluvut ovat:

1. Z(+/d),jos d # 1 (mod 4)

2. Z(3 +1vd),jos d = 1 (mod 4).
Todistus:

[5] s. 62, Theorem 3.2
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3 Kokonaisalueiden ominaisuuksia

Kokonaisalueet ovat jatkon kannalta tarkeitd, joten niithin on syytd paneu-
tua hieman tarkemmin. Tédssd kappaleessa R viittaa renkaisiin ja D koko-
naisalueisiin, ellei toisin mainita.

3.1 Yksikko

Alkiota a € R sanotaan yksikdksi, jos on olemassa b € R siten, ettd
ab=1.
Télloin tietenkin myo6s b on yksikkd ja jos ac = 1, niin
c=1l-c=ab-c=bac=b-1=hb.
Yksikko tarkoittaa siis alkiota, jolle 16ytyy kddnteisalkio kertolaskun suh-
teen. Esim. renkaassa (Z, +, -) on kaksi yksikkod, 1ja —1ja renkaissa (Q, +, ),
(R, +,-)ja (C, +, -) kaikki muut alkiot paitsi O ovat yksikoitd. Yksikot ovat

siis kaikkien renkaan alkioiden tekijoitd, silld jos ¢ on renkaan R alkio ja a
kyseisen renkaan yksikko, niin

3.2 Liittoalkio

Alkiota b € R sanotaan alkion a € R [ittoalkioksi, jos a = ub jollakin
yksikolld u € R. Jos u on yksikko, niin aina patee a = ub, kun asetetaan
b = u'a. Renkaassa (IR, +, -) alkiolla 7t esimerkiksi liittoalkiona e, silld

m/e-e =1

ja 7/e on kyseisessd renkaassa yksikko. Toisaalta alkiolla 0 on vain yksi
liittoalkio, nimittdin O itse. Tasta voidaan havaita, ettd liittoalkioita, kuten
my0s yksikoitd, voi olla jopa ylinumeroituvasti.

3.3 Jaoton luku

Luku p € R\{0} on jaoton, jos ehdosta p = ab seuraa, ettd joko a on yksik-
ko tai b on yksikko.

Kokonaislukujen renkaassa alkuluvut ovat jaottomia lukuja ja muita jaot-
tomia ei ole. Toisaalta ja algebrallisten lukujen renkaassa ei ole jaottomia
lukuja, silld jos x ei ole nolla-alkio tai yksikko, niin myoskdan /x ei ole
nolla-alkio tai yksikko ja x = /x - /x.
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3.4 Alkuluku

Luku p € R\{0} on alkuluku, mikali ehdosta plab, a,b € R aina seuraa, ettd
pla tai p|b.

Jaoton luku on siis médritelty kuten alkuluvut johdannossa ja alkuluvut
taas kuten loppuluvut. Johdannossa néhtiin, ettd kokonaislukujen joukos-
sa, eli oikeastaan kokonaislukujen renkaassa, alkuluvut ja loppuluvut ovat
sama asia. Alkuluvut ovat kylld aina my0s jaottomia, mutta kaikki jaotto-
mat luvut eivéat valttamattad ole alkulukuja kaikissa renkaissa.

3.5 Alkuluvut ovat jaottomia lukuja

Jos p € D on alkuluku, niin p on jaoton luku, mutta jaoton luku ei valtta-
mittd ole alkuluku.

Todistus:

Olkoon p € D alkuluku. T&lloin jos p = ab joillekin luvuille a,b € D,
niin alkulukujen mddritelméan nojalla pla tai p|b. Voidaan olettaa, ettd p|a,
jolloin siis a = pc jollakin luvulla ¢ € D. Sijoittamalla tdiméd aiempaan
yhtédloon, saadaan

p = ab = pcb,

joten 1 = cb, koska kokonaisalueessa ei ole nollan tekijoitd ja oletuksen
nojalla p # 0. Siten b on yksikk®, eli p on jaoton.

Viditteen toisen osan todistamiseksi riittdd 10ytda jaoton luku, joka ei ole
alkuluku. Siirretddn tarkastelu renkaaseen

7(v—3) ={a+bv—-3:a,beZ}
Nyt esimerkiksi luku 2 on jaoton, silld jos
2=(a+bv-3) (c+dv-3),

missd a, b, c,d € Z, niin saman taytyy pated myos jos otetaan kompleksi-
konjugaatti molemmilta puolilta yht&lod, eli

2=(a—bv-3) (c—dv-3).
Kerrotaan ndma kaksi yhtdload keskendén, jolloin saadaan
4 = (a®+3b%) - (¢ +3d%).
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Molempien yhtédloiden oikealla puolella olevien tekijoiden pitdd siis jakaa
luku 4, eli (a? 4+ 3b%)[4. Koska luvun 4 kokonaislukutekijit ovat 1,2 ja 4,
eikd a4 3b? voi olla 2 millddn kokonaisluvuilla a ja b niin toinen luvun 4
tekijoistd on 1 ja toinen on 4. Jos

a’+3b% =1,
niin a = £1ja b = 0, joten alkuperdisessd luvun 2 tekijéihinjaossa
2=(a+bV=3):(c+dV-3)
toinen tekija on siis yksikko 1, eli 2 on jaoton.
Renkaassa Z(v/—3) luku 2 jakaa luvun
(1+V=3)(1—-V-3) =4,

joten jos luku 2 olisi alkuluku, niin sen pitdisi jakaa toinen luvun 4 teki-
joistd, jolloin joudutaan tilanteeseen 2|1, mika ei ole mahdollista. Luku 2 ei
siis ole alkuluku renkaassa 7Z(v/—3).

Palataan sitten tarkastelemaan hieman yksikoiden ja liittoalkioiden perus-
ominaisuuksia.

3.6 Yksikoistd ja liittoalkioista

Kokonaisalueessa D on voimassa:

(a) a on yksikko tdsmaélleen silloin kun a1

(b) mielivaltaiset kaksi yksikkod ovat keskendén liittoalkioita ja mielival-
taisen yksikon liittoalkio on aina yksikko

(c) aja b ovat liittoalkioita jos ja vain jos alb ja bla

(d) a on jaoton aina ja vain kun kaikki luvun a jakajat ovat luvun a liit-
toalkioita tai yksikoita

(e) jaottoman luvun liittoalkio on jaoton

Todistus:

(a) Oletetaan ensin, ettd a on yksikko. Talloin 16ytyy b siten, ettd ab =1,
eli a|l.

Oletetaan sitten, ettd all. Talloin taas 16ytyy b siten, ettd ab = 1, eli a
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on yksikko.

(b) Olkoot a ja b yksikéitd, jolloin siis on olemassa yksikot ¢ ja d siten,
ettd
ac =1 =bd.

Téten siis ac = bd ja kertomalla puolittain yksikon d kddnteisalkiolla saa-
daan

a-(c-d")=hb,

missd cd ™' on kahden yksikon tulona yksikk, silld jos
ac=Tjabd =1,

niin (cd) - (ab) = 1. Siten yhtdlosta
a-(c-d")=b

seuraa, ettd b on alkion a liittoalkio.
Oletetaan sitten, ettd a on yksikko ja b sen liittoalkio. Talldin 16ytyy yk-
sikko u siten, etta
a=1ub,joten1=(u-a')-b,
eli myos b on yksikk®o.

(c) Jos aja b ovat liittoalkioita, niin a = ub, missd u on yksikko, eli b = la,
missd L = u', joten alb ja bla.

Jos taas alb ja bla, niin b = ka ja a = lb, joten b = klb. Jos a = 0, niin
myds b = 0, jolloin ne ovat triviaalisti liittoalkioita. Jos taas a # 0, niin
ehdosta

b =klb

seuraa 1 = kl, eli k ja 1 ovat yksikgitd, joten a ja b ovat liittoalkioita.

(d) Jos d on jaoton luku ja d = ab joillekin a,b € D, niin jaottoman lu-
vun médritelmén perusteella toinen luvuista a tai b on yksikko.

Jos kaikki jakajat ovat yksikoitd, niin véite seuraa maaritelmasta. Jos b on
alkion a liittoalkio ja bla, niin a = ub, missd u on yksikko, jolloin viite

seuraa taas maaritelmasta.

(e) Olkoon a jaoton ja b alkion a liittoalkio, eli a = ub, missd u on yk-
sikko. Talloin b = u~'a, missd u~' on yksikkd, eli my6s b on jaoton.
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3.7 Yksikot, liittoalkiot ja ideaalit

Jos D on kokonaisalue ja a,b € D, a,b # 0, niin

(a) alb jos ja vain jos (a) O (b)

(b) aja b ovat liittoalkioita tasmaélleen silloin kun (a) = (b)

(c) a on yksikko aina ja vain kun (a) =D

(d) a on jaoton silloin ja vain silloin kun (a) on kokonaisalueen D maksi-
maalinen aito pddideaali.

Todistus:

Olkoot a,b € D.
(a) Koska a|b, niin b voidaan esittdd muodossab = a-s € (a), missd s € D.
Nytjos x € (b) = (a-s), niin x € (a) ja siten (b) C (a).

Oletetaan sitten, ettd (b) C (a), jolloin kun b € (a), niin l6ytyy s € D
siten, ettd b =a - s.

(b) Jos aja b ovat liittoalkioita, niin kohdan 3.6 (c) nojalla alb ja b|a, jolloin
siis (a) C (b) ja (b) C (a).

Jos taas (a) = (b), niin (a)-kohdan nojalla a|b ja b|a ja kohdan 3.6 (c) nojal-
la aja b ovat liittoalkioita.

(c) Olkoon a yksikkd, jolloin ab = 1 jollakin b € D. Olkoon ¢ € D, jol-
loin ¢ = abc, elic € (a).

Olkoon (a) = D, jolloin 1 € (a), eli 1 = ab jollakin b € D, joten a on
yksikko.

(d) Olkoon a jaoton. Jos olisi b € D siten, ettd

(@) & (b) & D,

niin (a)-kohdan nojalla b|a, mutta b ei voi olla alkion a liittoalkio, silla tal-
16in olisi (a) = (b), eikd b ole yksikko, koska (c)-kohdan mukaan talloin
olisi (b) = D. Alkion b olemassaolo siis tuottaa ristiriidan kohdan 3.6 (d)
kanssa.

Olkoon sitten (a) maksimaalinen. Nyt jos bla, niin (a) C (b), eli joko b

21



on alkion a liittoalkio, jolloin

tai b on yksikkd, jolloin
<b> =D,

muutoin (a) & (b) & D, mikéd on vastoin oletusta. Nyt kohdan 3.6 (a)

nojalla a on jaoton.

3.8 Noetherilainen kokonaisalue

Jos kokonaisalueen D kaikilla ideaaleilla on &ddrellinen maadra virittdjia,
niin sanotaan, ettd D on noetherilainen.

3.9 Kasvavan jonon ehto (ascending chain condition)

Olkoot
LCLC...CI, C

N = e

kasvava jono ideaaleja. Jos tdlloin 16ytyy N € N siten, ettd I,, = Iy kaikil-
lan > N, eli kasvu pysdhtyy, niin sanotaan, ettd kasvavan jonon ehto tayttyy.

3.10 Maksimaalisuusehto (the maximal condition)

Jos ei-tyhjdlla kokoelmalla ideaaleja on maksimaalinen alkio, joka ei sisélly
mihinkddn muuhun joukon ideaaliin, niin sanotaan, ettd maksimaalisuuseh-

to tayttyy.

Huom. Maksimaalisen ideaalin ei tarvitse sisaltda kaikkia muita kokoel-
man ideaaleja, riittdd ettei joukossa ole yhtddn ideaalia, joka sisdltdisi mak-
simaalisen ideaalin.

3.11 Noetherilaisuus, kasvavan jonon ehto ja maksimaali-
suusehto

Algebrallisten kokonaislukujen kokonaisalueessa D seuraavat ovat yhta-
pitdvia:

(a) D on noetherilainen
(b) Kasvavan jonon ehto on voimassa kokonaisalueessa D
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(c) Maksimaalisuusehto on voimassa kokonaisalueessa D.
Todistus:

Olkoon D noetherilainen ja
LCLC...CI,C...

kasvava jono ideaaleja. Olkoon

I - [OJ Ii,
i=1

jolloin I on sisdkkdisten ideaalien yhdisteend ideaali ja silld on &arellinen
madrd virittdjid. Olkoot ne

[= (X1, .0y Xm)-

Nyt jokainen x; kuuluu johonkin ideaaliin I;. Olkoon N € N sellainen, etta

N
Xj - U I;
i=1

kaikilla j € {1,...,m}. Nyt siis I = Iy ja siten I, = Iy kaikillan > N, eli
kasvavan jonon ehto toteutuu.

Olkoon sitten D sellainen, ettd se toteuttaa kasvavan jonon ehdon. Olkoon
S # 0 joukko ideaaleja. Tehdddn vastaoletus: joukossa S ei ole maksimaa-
lista alkiota. Olkoon I, € S. Koska I ei ole maksimaalinen, voidaan valita
I, € Ssiten, ettd Iy S I;. Induktiolla padstaan I,,:dén, joka ei myoskaén ole
maksimaalinen, joten voidaan valita I,;; € S siten, ettd I, ;Ct I41. On siis
saatu kasvava jono ideaaleja, joiden kasvu ei kuitenkaan pysahdy. Tama
on vastoin oletusta.

Olkoon D sellainen, ettd maksimaalisuusehto toteutuu. Olkoon I jokin ide-
aali ja S joukko, joka sisdltdad kaikki darellisesti viritetyt ideaalit, jotka si-
saltyvit ideaaliin I. Télloin ainakin {0} € S, joten S # 0 ja siséltdd siten
maksimaalialkion J. Jos ] # I, niin valitaan x € I\J, jolloin (J, x) on &arelli-
sesti viritetty ja ] & (J, x), miké on ristiriitaista alkion ] maksimaalisuuden
kanssa, joten tdytyy olla ] = I ja I on &darellisesti viritetty.
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3.12 Noetherilaisen kokonaisalueen tekijoihinjako

Jos kokonaisalue D on noetherilainen, niin kokonaisaluueessa D on mah-
dollista esittdd luvut jaottomien lukujen tulona.

Todistus:

Vastaoletus: Loytyy jokin a € D\{0} siten, ettd a ei ole yksikko, luvulle
a ei ole olemassa esitystd jaottomien lukujen tulona ja a on valittu niin, et-
td (a) on maksimaalinen (maksimaalisuusehdon mukaan mahdollista).
Nyt a ei voi olla jaoton, silld muuten se olisi esitettdvissd “itsensd tulona”,
joten taytyy olla alkiot b,c € D, joille a = bc ja kumpikaan b tai c eivat
ole yksikoitd. Kohdan 3.7 (a) nojalla tdstd seuraa, ettd (a) C (b), mutta jos
olisi (a) = (b), niin kohdan 3.7 (b) nojalla a ja b olisivat liittoalkioita, jol-
loin c olisi yksikko. Téten siis (a) S (b) ja (a) & (c). Koska (a) valittiin
maksimaaliseksi, tdytyy olla

b=k ... ky
C=l1'...'lm,
missd ki:tja lj:t ovat jaottomia. Nyt
a=b-c=ki-...okn-bi-oe Ly,

eli a on esitettdvissa jaottomien lukujen tulona, mikd on vastoin vastaole-
tusta.

3.13 Algebrallisten kokonaislukujen joukko on noetheri-
lainen

Lukukunnan K algebrallisten kokonaislukujen joukko © on noetherilai-
nen.

Todistus:

Osoitetaan, ettd jokainen ideaali I C O on ddrellisesti viritetty. Nyt (O, +)
on vapaa Abelin ryhmi, jonka kertaluku n on sama kuin lukukunnan K
kertaluku kohdan 2.18 nojalla. Taten kohdan 2.3 nojalla (I, +) on vapaa
Abelin ryhmaé kertalukunaan s < n. Jos {x;,...,xs} on ryhmén (I, +) Z-
kanta, niin talloin

<X1>°°°)Xs> =1,

24



joten I on ddrellisesti viritetty ja O on noetherilainen.

Yhdistamalld kaksi edellistd lausetta, havaitaan tekijoihinjaon jaottomiin
lukuihin olevan aina mahdollista renkaassa ©O.

3.14 Normin ominaisuuksia

Olkoon © lukukunnan K algebrallisten kokonaislukujen rengas ja olkoot
x,y € 9. Talloin on voimassa:

(1) x on yksikko tasmalleen silloin, kun N(x) = =£1 (tdssd N(x) on siis
luvun x normi).

(2) Jos x jay ovat liittoalkioita, niin N(x) = £N(y).

(3) Jos N(x) € IP, niin x on jaoton renkaassa ©.

Todistus:

(1) Jos xu =1, niin
N(xu) = N(x)N(u) = N(1) =1.
Koska N(x),N(u) € Z, niin N(x) = £1.

Jos taas N(x) = %1, niin
01(x)02(x) - - - on(x) = £1,

missa kuvaukset o; ovat monomorfismit lukukunnalta K lukukuntaan C.
Yksi monomorfismeista on siis identtinen kuvaus o(x) = x ja muut kuvaa-
vat luvun x algebralliselle luvulle. Voidaan olettaa, ettd o;(x) = x. Asete-
taan

u= j:GZ(X) T Gn(x)v

jolloin xu = 1,joten u = x"' € K. Siten u € KN B = O ja x on yksikks.
(2) Jos x ja y ovat liittoalkioita, niin x = uy, missd u on yksikko, joten
edellisen kohdan nojalla
N{x) = N(uy) = N{u)N(y) = £N(y).
(3) Olkoon x = yz. Tdlloin
N(y)N(z) =N(yz) = N(x) =p € P,

joten yksi luvuista N(y) ja N(z) on £p ja toinen on £1. Ensimmaisen koh-
dan nojalla toinen luvuista y ja z on yksikkd, joten x on jaoton.
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3.15 Yksikasitteinen tekijoihinjako

Tekijoihinjako kokonaisalueessa D on yksikésitteistd, jos ehdosta

Pioee Pr=0q1-..." (s,
missd jokainen p; ja ¢; on jaoton kokonaisalueessa D, seuraa
l.r=s
2. On olemassa permutaatio 7t joukossa {1, ..., 1} siten, ettd p; ja g

ovat liittoalkioita kaikille i € {1,...,r}.

Maééritelméd on siis vain yleistys kokonaislukujen vastaavasta maééritel-
maéstd ja toimii my06s kokonaisluvuille, silld kokonaislukujen ainoat yk-
sikot ovat 1 ja —1. Toistaiseksi on tarkasteltu yksikésitteistad tekijoihinja-
koa ainoastaan kokonaislukujen renkaassa ja todettu, ettd yksikédsitteinen
tekijoihinjako onnistuu myos polynomirenkaassa. Kuten kokonaisluvuil-
le tehdyn todistuksen yksinkertaisuudesta voi péaételld, tulos oli tuttu jo
antiikin kreikkalaisille. Muissa renkaissa asiaa ei ilmeisesti juurikaan tut-
kittu ennen 1800-luvun puolivilid, jolloin Gabriel Lamé viitti todistaneensa
Fermat'n suuren lauseen kadyttdaen hyvikseen yksikkojuurten (engl. roots
of unity) tekijoihinjaon yksikésitteisyyttd. Ernst Kummer oli kuitenkin to-
distanut paria vuotta aiemmin, ettd kokonaisalueessa Z[«], missa

B=1acC

yksikésitteinen tekijoihinjako ei onnistu. Helpompiakin esimerkkejad on-
neksi 16ytyy.

3.16 Esimerkki

Tekijoihinjako yksikésitteisesti ei ole mahdollista kokonaisalueen ©3(1/—10)
algebrallisten kokonaislukujen renkaassa.

Todistus:

Kokonaisalueessa (3(1v/—10) on voimassa
14=2.-7=(24++v—-10) - (2—+v—-10).

Osoitetaan, ettd 2,7,2 4 /10 ja 2 — v/—10 ovat jaottomia joukon ©Q(y/—10)
algebrallisten lukujen renkaassa ©. Normina on algebrallinen normi, eli

N(a + byv—10) = a® + 10b?,
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joten
N(2) =4,N(7) =49, N2+ v—-10) =14jaN(2 - v—-10) = 14.
Jos luvulle 2 16ytyisi epétriviaalit tekijdt, eli 2 = xy, missd x,y € O ovat
ei-yksikoitd, niin
4 =N(2) = N(x)N(y),
joten koska N(x), N(y) € Z, niin

N(x) =+2 = N(U))
silld vain yksikdn normi voi olla +1.

Vastaavasti luvun 7 epdtriviaalien tekijoiden normit ovat +£7, sekd luku-
jen 2+ +/—10ja 2 — v/—10 epdtriviaalien tekijoiden normit ovat +2 ja £7.
Koska —10 # T(mod 4), niin kohdan 2.21 nojalla algebralliset luvut ovat
muotoa

a+bv—-10, a,b € Z,

joten paddytdan yhtalodihin

a’ + 10b* = +2 tai

a’ +10b* = +7.
Jos [bl > 1, niin |a? + 10b%| > 10, joten tdytyy olla [b| = 0, jolloin paddytaan
tilanteeseen a’ = +2 tai a*> = £+7, mikd on mahdotonta joukon Z alkioille.
Siten oletettuja jakajia ei voi olla olemassa, joten kaikki neljd lukua ovat

jaottomia. Koska

N(2) =4jaN(2+V—-10) =14,
niin kohdan 3.14 (b) nojalla 2 ei ole lukujen 2 + /—10 liittoalkio, joten
tekijoihinjako ei ole yksikasitteista.

3.17 Ehto tekijoihinjaon yksikasitteisyydelle

Jos kokonaisalueessa tekijoihinjako jaottomiin lukuihin on mahdollista kai-
kille alkioille, niin tekijéihinjako on yksikésitteinen tdsmaélleen silloin kun
kaikki jaottomat luvut ovat alkulukuja.

Todistus:
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Olkoon D ko. kokonaisalue. Ilmaistaan alkio a € D jaottomien lukujen
tulona

a=upi-... Pry
missd u on yksikko ja luvut py, ..., p, jaottomia (up; on siis jaoton tapauk-
sessaT > 1).

Olkoon nyt p € D jaoton. Jos plab, niin on olemassa ¢ € D siten, ettad
pc = ab (jaollisuuden méédritelmd). Voidaan olettaa, ettd a # 0 # b, jolloin
myos ¢ # 0 (kokonaisalue). Imaistaan a, b ja ¢ jaottomien tulona

a4 =wpr--Pn

b=wqr - dn

C=1UusTy T

missd luvut u; ovat yksikoitd ja luvut p;, g ja 1; jaottomia, joten

P (u3r] .. .1‘5) = (u]p] .. pn) . (uzq] e qm)

Koska tekijoihinjako on yksikésitteistd, niin p on liittoalkio jonkun luvun
pi tai g; kanssa, eli p jakaa jonkin luvuista p; tai q; ja siten pla tai p|b, eli p
on alkuluku.

Olkoot nyt kaikki jaottomat luvut alkulukuja. Osoitetaan, ettd jos

uﬂ)] pm :uzqa...qn,

missd u; ja u, ovat yksikoitd ja luvut p; ja g; jaottomia, niin m = nja on
olemassa permutaatio 7t luvuista {1,..., m} siten, ettd p; ja qnu) ovat liit-
toalkioita (1 <i < m).

Jos m = 0, niin ei ole mitddn todistettavaa.

Jos m > 1, niin p,nuzqy - - - qn. Koska oletuksen nojalla p,, on alkuluku,

niin pm[u; tai pm/q; jollakin j. Jos pm/uy, niin prm|1, eli p,, on kohdan 3.6 (a)

mukaan yksikko, joten taytyy olla p,|qg;. Jarjestetdadn indeksit uudelleen

siten, ettd j = n, jolloin p|qn ja gn = Uupm, missd u on yksikko. Taten siis
wpr- - Pm=wUW2q1 " dn1UPm,

joka voidaan jakaa puolittain luvulla py,:

wipy - Pm-1 = (Uuz)Q1 o Qn-1-

Induktiollan — 1 = m — 1 ja loytyy permutaatio joukosta {1, ..., m} siten,
ettd p; ja qn(y) ovat liittoalkioita (1 <1i < m —1). Laajennetaan permutaatio
koskemaan joukkoa {1, ..., m} asettamalla t(m) = m.
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3.18 Yksikasitteinen tekijoihinjako padideaalikokonaisa-
lueessa

Jokainen padideaalikokonaisalue on yksikésitteisen tekijoihinjaon koko-
naisalue, eli yksikésitteinen tekijoihinjako on mahdollista kaikissa padide-
aalikokonaisalueissa.

Todistus:

Olkoon D PIKA. Padideaalit ovat yhden alkion virittdmid, eli hyvinkin
ddrellisesti viritettyjd, joten D on siis noetherilainen ja taten kohdan 3.12
perusteella tekijoihinjako jaottomiin lukuihin on mahdollista. Riittda siis
osoittaa, ettd kaikki jaottomat luvut ovat alkulukuja (ts. kohdan 3.17 ehto).

Olkoon p jaoton. Talloin kohdan 3.7 (d) nojalla (p) on maksimaalinen jou-
kon D pédideaalien joukossa. Koska joukon D kaikki ideaalit ovat padide-
aaleja, on (p) siis maksimaalinen kaikkien joukon D ideaalien joukossa.

Oletetaan, ettd p|lab, mutta p { a. Nyt

(pya) 2 (p)

ja siten maksimaalisuuden nojalla (p,a) = D. Erityisesti 1 € (p, a), joten
16ytyy alkiot ¢, d € D siten, ettd

l=cp+da
ja kertomalla puolittain luvulla b
b-1T=b-cp+b-da.
Oletuksen nojalla p|ab, joten
pl(bep + bda),

eli p|b, joten p on alkuluku.

Aiemmin 16ydettiin esimerkki kokonaisalueesta, jossa yksikdsitteinen te-
kijoihinjako ei onnistunut. Nyt riittdisi siis 16ytdd kokonaisalue, jonka kaik-
ki ideaalit ovat paddideaaleja, jolloin tiedetddn yksikasitteisen tekijoihin-
jaon toimivan sielld. Tdma saattaa kuitenkin olla hivenen haastavaa ja ta-
hén 16ytyykin hieman helpompia tapoja.
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Jos peruutetaan takaisin aritmetiikan peruslauseeseen kokonaisluvuissa,
niin havaitaan, ettd yksikésitteisyyden todistamisessa Eukleideen lemma
oli varsin tdrkedssd asemassa. Kokonaisalueessa alkuluvut onkin méari-
telty Eukleideen lemman antaman tuloksen mukaan, joten kyseistd omi-
naisuutta ei ole tarvinnut “todistaa” missdan vaiheessa. Kokonaislukujen
joukossa taas todistukseen kaytettiin erdstd varsin kidtevad ominaisuutta,
nimittdin jakoyhtdloa. Jakoyhtalon yleistys osoittautuukin kdytannollisek-
si tavaksi 10ytda esimerkki kokonaisalueesta, jossa yksikésitteinen tekijoi-
hinjako on voimassa.

3.19 Euklidinen kuvaus

Olkoon D kokonaisalue. Euklidinen kuvaus (tai Euklidinen funktio) kokonai-
salueelle D on kuvaus ¢: D\{0} — N siten, ettad

1. Jos a,b € D\{0}ja alb, niin ¢(a) < ¢(b)

2. Jos a,b € D\{0}, niin on olemassa luvut q, r € D siten, ettd a = bq+r,
missd joko r = 0 tai ¢(r) < $(b).

Kokonaislukujen joukossa kuvaus ¢(n) = [n| ja polymeille renkaassa K|[t]
kuvaus ¢(p) = 0p, missd siis Op on polynomin p aste, ovat Euklidisia
kuvauksia.

3.20 Euklidinen kokonaisalue

Jos kokonaisalueessa D on Euklidinen kuvaus, niin sanotaan, ettd D on
Euklidinen kokonaisalue.

3.21 Euklidinen kokonaisalue on PIKA

Jokainen Euklidinen kokonaisalue on pddideaalikokonaisalue.
Todistus:

Olkoon D Euklidinen kokonaisalue ja I C D ideaali. Jos I = 0, niin se
on pddideaali, joten voidaan olettaa, ettd on olemassa x € I,x # 0. Vali-
taan x niin, ettd ¢(x) on mahdollisimman pieni. Jos y € I, niin Euklidisen
funktion toisen ominaisuuden nojalla

Yy = gx + 1, missd joko r = 0 tai ¢(r) < d(x).
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Nytkoskar € I (y € Ija qx € Ikaikilla q € D), niin ei voi olla ¢(r) < ¢p(x),
silld x valittiin niin, ettd ¢(x) on mahdollisimman pieni. Siten taytyy olla
T = 0, joten y on luvun x moninkerta ja siten I = (x) on padideaali.

Yksikasitteistd tekijoihinjakoa varten riitda siis 10ytda kokonaisalue, jossa
on Euklidinen funktio. Koska kokonaislukujen tapauksessa itseisarvo, eli
kokonaislukujen normi, on sopiva Euklidinen kuvaus, niin hyvana kandi-
daattina jollekin vdhdn alkioiden mielessd suuremmalle kokonaisalueelle
voisi olla algebrallinen normi.

3.22 Esimerkki

Lukukunnan Q(v/-2) algebrallisten lukujen rengas © on Euklidinen ko-
konaisalue ja Euklidinen funktio on algebrallinen normi, eli ¢(x) = [N ().
Kédydéaan lapi normin vaatimukset. Havaitaan ensin, ettd renkaan © alkiot
ovat muotoa

a :x+y\/—_2, X,y € Z,

joten alkiolle a # 0
IN(a)| = x* + 2y > 1.

(1)Jos a,b € O ja alb, niin b = la jollakin 1 € O. T&lloin
IN(a)] < IN(UN(a)l = [N(la)| = [N(b]],
joten ainakin ensimmdinen ehto on voimassa.

(2) Olkoot a,b € O ja b # 0. Pitdd siis loytdd luvut r,q € O siten, et-
ta
a =bq + 1, missd joko r = 0 tai [N(r)| < [N(b)].

Olkoon
a/b=ab”' =c+ dv-2,

missd siis ¢, d € Q. Olkoot nyt m,n € 7 sellaisia, ettd m on mahdollisim-
man ldhelld lukua c ja n mahdollisimman ldhelld lukua d, eli

N —

1
Im —c| < Eja n—d| <

Olkoot
q=m+nv—2jar=a—bq.
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Jos r = 0, niin Euklidisen funktion ehto tdyttyy. Jos taas r # 0, niin

IN(a/b—q)| = IN((c + dv=2) — (m +nv—2))|
=|N((c —m) + (d —n)V=2)|

Q)4+

< =4+ ==
NIl = INGa = ball = N (b (§ = a))| = [N (§ - a)| < [new)s

3
T

4" 4
Siten
4

b

joten [N(r)| < [N(b)|ja O on Euklidinen kokonaisalue.

Jos katsoo todistusta hieman tarkemmin ldpi, niin huomaa, ettd esimerk-
ki toimii sellaisenaan myo6s Gaussin kokonaisluvuille, eli renkaalle Z(v/—-1),
joten loydettiin itse asiassa ainakin kaksi rengasta, joissa yksikéasitteinen
tekijoihinjako onnistuu.

Aiemmin todistettiin, ettd jos D on PIKA, niin D on myos yksikasittei-
sen tekijoihinjaon kokonaisalue. Osoittautuu, ettd tulos patee myos toi-
seen suuntaan ja kaikki yksikésitteisen tekijoihinjaon kokonaisalueet ovat
padideaalikokonaisalueita. Tamén todistamista varten pitda kuitenkin pe-
rehtyd hieman tarkemmin ideaaliteoriaan.
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4 Ideaaleista

Ernst Kummer kaytti ensimmaisend ilmaisua “ideaalinen kompleksiluku”
vuonna 1847 kuvaamaan lukuja, jotka sidilyttavat yksikasitteisen tekijoi-
hinjaon ominaisuuden tietyissa algebrallisten lukujen renkaissa. Kummer
halusi jakaa luvut tietynlaisiin alkutekijoihin, jotka olivat muotoa

-1
Ao+ arx+ ...+ ap a7,

missd luvut a; € 7Z, p on alkuluku ja & on kompleksinen yhtdlén x? = 1
juuri. Kummer oli havainnut, ettd perinteinen alkulukujen méérittely jaot-
tomina lukuina ei toiminut odotetusti, sillda kahden tillaisen alkuluvun tu-
lo saattoi olla jaollinen jollain kolmannella jaottomalla luvulla. Kohdassa
3.16 todettiinkin, ettd yksikédsitteinen tekijoihinjako ei ole voimassa koko-
naisalueen QQ(1/—10) algebrallisten lukujen renkaissa ja annettiin esimerk-

kina
14=2.-7=2++v—-10)-(2—+vV-10),

jolloin kumpikaan luvuista 2 tai 7 ei jaa lukuja 2 £ v/—10 kyseisessd ren-
kaassa. Niinpd Kummerin ideana oli laajentaa rengasta niin, ettd yksika-
sitteinen tekijoihinjako onnistuisi. Laajennuksessa lisdttyjad alkioita Kum-
mer kutsui “ideaalisiksi luvuiksi”. Richard Dedekind tutki samoja asioita
kuin Kummer toisesta ndkokulmasta ja toi termin “ideaali” rengasteori-
aan seuraten Kummerin ajatuksia. Termi jdi eldmééan ja mydhemmin eri-
tyisesti Emmy Noether kehitti ideaalien teoriaa.

Dedekind my0s osoitti, ettd vaikka yksikasitteinen tekijoihinjako ei valtta-
mattd onnistu luvuilla, niin vastaava tulos voidaan osoittaa todeksi ideaa-
leilla. Tamén kappaleen alkupuolella esitellddn tarpeelliset kisitteet, jotta
voidaan todistaa ideaalien yksikésitteinen tekijoihinjako.

4.1 Ideaalien kertolasku

Kokonaislukurenkaan O ideaalien a ja b kertolasku méaéritelldan

ab:Zaibi,ai €a,b;eb,neN.

i=1

4.2 Alkuideaali

a on alkuideaali, jos aina kun b ja ¢ ovat renkaan R ideaaleja ja bc C a, niin
jokob Cataic C a.
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4.3 Ideaalien ja tekijarenkaiden ominaisuuksia

Olkoon R rengas ja a renkaan R ideaali. T&lloin

(a) a = Rjosjavainjos Iz € qa,

(b) R/a on ykkosellinen ja vaihdannainen,

(c) R/a on kunta tasmalleen silloin kun a on maksimaalinen,
(d) R/a on kokonaisalue aina ja vain kun a on alkuideaali.

Todistus:
(a) Jos a = R, niin viite on selva.

Jos taas 1 € a, niin ideaalin méaédritelman nojalla
1z - v € akaikilla r € R,

elia=R.

(b) Olkoot 1,s € R. Nyt
(r+a)(s+a)=rs+a=sr+a=(s+a)(r+a)
ja
(Tlr+a)(r+a)=r+a=(r+a)(lr+a),

joten R/a on vaihdannainen ja ykkosellinen, ykkosalkionaan 1 + a.

(c) Olkoon R/a kunta. Olkoon b ideaali, jolle patee a & b C R. Koska a & b,
niin on olemassa alkio r € b siten, ettd v ¢ a. Taten r + a # q, eli alkiolla
T + a on olemassa kdanteisalkio s + a siten, etta

rs+a=(r+a)(s+a)=1+a.
Koska 0 € a, niin 18ytyy alkio q € a, jolle pdtee
rs+q=1.
Nytr cbjas € R, jotenrs € b. Toisaalta q € a & b, joten
rs+qe€b,
eli 1 € bja (a)-kohdan nojalla b = R.

Olkoon sitten a maksimaalinen. Riittd4 siis 16ytda alkion r + a,r ¢ a kddn-
teisalkio kertolaskun suhteen. Koska a on maksimaalinen ja v € Rr + q,
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niin taytyy olla Rr + a = R. Talléin myds 1 € Rr + a, joten on olemassa
alkiot s € Rja g € asiten, ettd

1 =sr+q,
jolloin
(s+a)(r+a)=sr+a=(1—q)+a=1+aq, koskaq € a.
Taten s + a on alkion r + a kddnteisalkio kertolaskun suhteen.

(d) Olkoon R/a kokonaisalue ja olkoon rs € a. Tadlloin
rst+a=(r+a)(s+a)=a.

Koska R/a on kokonaisalue, niinr+a=atais+a=ga,elir€atais € a.

Olkoon a sitten alkuideaali. Tehddan vastaoletus: R/a ei ole kokonaisa-
lue. Talloin 16ytyy nollasivuluokasta eroavat sivuluokat r +aja s +a, joille
s + a = a. Koska a on alkuideaali, niin tilloin r € a tai s € a, joten vastao-
letus tuottaa ristiriidan alkuperdisen oletuksen kanssa.

4.4 Seuraus

Jokainen maksimaalinen ideaali on alkuideaali.

4.5 Algebrallisten lukujen renkaan ominaisuuksia

Lukukunnan K algebrallisten lukujen renkaalla O on seuraavat ominai-
suudet:

(a) O on noetherilainen,

(b) Jos o € K toteuttaa perusmuotoisen (monic) polynomiyhtdlon, jonka
tekijat ovat renkaassa O, niin myos « € O,

(c) Jokainen joukon O\{0} alkuideaali on maksimaalinen.

Todistus:
(a) Kohdan 2.18 mukaan (9, +) on vapaa Abelin ryhmaé kertalukua n ja
jos a on renkaan © ideaali, niin kohdan 2.3 nojalla (a, +) on vapaa Abelin

ryhma kertalukua s < n. Tdlloin miké tahansa ryhmaén (a, +) Z-kanta ge-
neroi ideaalin a, joten jokainen renkaan O:n ideaali on darellisesti viritetty.
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(b) Seuraus kohdasta 2.16

(c) Olkoon p alkuideaali renkaassa O ja olkoon 0 # « € p. Tdlldin
N=N(a)=o1... 0ty €,

silld jollain i pétee ; = «, koska identtinen kuvaus kuuluu monomorfis-
mien joukkoon. Voidaan olettaa, ettd &; = o«. Néin ollen (N) C p ja siten
O/p on renkaan O/NO tekijarengas. Nyt O/NO on adrellisesti viritetty
Abelin ryhma ja sen virittdjat ovat myos ddrellisid, joten koko ryhma on
adrellinen. Koska ©/p on dédrellinen ja kohdan 4.3 (d) nojalla kokonaisalue,
on se darellisena kokonaisalueena kunta. Taten kohdan 4.3 (c) mukaan p
on maksimaalinen ideaali.

Ideaalien kertolasku on siis selvésti vaihdannainen ja liitinndinen ja 16y-
tyy jopa neutraalialkio, nimittdin O itse. Kddnteisalkio ei kuitenkaan ai-
na valttdmatta ole olemassa, joten ideaaleista ei saada aikaiseksi ryhmaa.
Kéaénteisalkio voidaan kuitenkin aina 16yta4, jos laajennetaan hieman ide-
aalin kasitetta.

Esimerkiksi renkaassa Z ideaalilla 27Z ei ole kdanteisideaalia, mutta jou-
kolla 1Z kerrottaessa saadaan

ZZ1Z = (2)<1> =(1)=%

27 20

Nyt vain joukko %Z ei ole renkaan 7Z ideaali, vaikka siitd saisi ideaalin
kertomalla sitd luvulla 2. Aiemmin havaittiinkin, ettd ideaalit ovat itse
asiassa 9-alimoduleita renkaassa ©. Koska kunnista 16ytyy aina kadan-
teisalkio my0s kertolaskulle, siirrytddn tarkastelemaan lukukunnan K O-
alimoduleita. Méaéritellddn ryhméarakenteen saamiseksi uusi kasite:

4.6 Murtoideaali

Lukukunnan K O-alimoduli a on algebrallisten lukujen renkaan O murtoi-
deaali, jos on olemassa jokin 0 # ¢ € O siten, ettd ca C ©O.

Toisin sanoen, joukko b = ca on renkaan © ideaalija a = ¢'b. Renkaan 9
murtoideaalit ovat siis kunnan K osajoukkoja ja muotoa ¢~'b, missé ¢ on
jokin nollasta eroava renkaan © alkio ja b on renkaan © ideaali. Tavalliset
ideaalit ovat tietenkin my0s murtoideaaleja ja murtoideaalit ovat ideaale-
ja, jos (ja vain jos) ne sisdltyvit renkaaseen ©. Kuten nimestd ja méaéaritel-
madstd voi padtelld, yhteys murtolukuihin on ilmeinen.
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4.7 Murtoideaalien ominaisuuksia
Jos a1 ja a, ovat murtoideaaleja, eli
o
ar = ¢ b]
a = 051 b,
ideaaleille by, b, C O ja nollasta eroaville ¢, c; € O, niin
aay = (c1c2) ' byby,

joten kahden murtoideaalin tulo on my6s murtoideaali. Kuten tavallisil-
le ideaaleilla, kertolasku on my6s vaihdannainen ja liitdinndinen ja O toi-
mii edelleen neutraalialkiona. Tarkastellaan hieman sopivaa kddnteisal-
kiokandidaattia ja osoitetaan sitten, ettd se todella on kddnteisalkio ker-
tolaskun suhteen.

4.8 Kaiaanteisideaali

Olkoon a renkaan O ideaali. Talloin joukkoa
a={x € K: xa C O}

sanotaan ideaalin a kiiiinteisideaaliksi. Ndin maariteltynd a~' on selvisti O-
alimoduli: Jos a # 0, niin kaikilla 0 # ¢ € a pétee ca™' C O, joten a~' on
9-alimoduli. Selvésti O C a™', joten

a=ad Caa .
Maaritelméastd myos nahdééan, etta

ar ' =ala C O,

eli murtoideaali aa™! on itse asiassa ideaali. Huomataan myos, ettd kun

a CpniinO C p' Ca':Josx € p7!, niin xp € O kaikilla p € p, eli
erityisesti xa € O kaikillaa € a C p,jotenx € a™".

49 Lemma

Olkoon a # 0 renkaan © ideaali. Talloin on olemassa alkuideaalit py, ..., p;
siten, etta

p]"'prga-
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Todistus:

Tehdé&én vastaoletus: vditteen mukaisia alkuideaaleja ei ole olemassa. Koh-
dan 4.5 (a) nojalla O on noetherilainen, joten voidaan valita mahdollisim-
man suuri a, jolle alkuideaaleja ei 16ydy. Talloin a ei voi olla itse alkuide-
aali ja 10ytyy siis renkaan © ideaalit b ja ¢, joille

beCa,bZa,ca.
Asetetaan

a=a—+b
a=a+c.

Talloin a;,a; C a, a ;Cé arjaa ; a,. Koska a oli suurin mahdollinen, on

olemassa alkuideaalit p1, ..., ps, Psi1, - - ., Pr Siten, ettd

pr---ps € agy
Psy1--pr C a2,
Yhdistamalld saadaan
p] pr g ajap g a,

miké on ristiriita, silld a valittiin sellaiseksi, ettd tdllaisia alkuideaaleja ei
ole.

Kohdassa 4.8 todettiin, ettd aa~' C £. Seuraavaksi on tarkoituksena to-
distaa inkluusio my®9s toiseen suuntaan, jolloin saadaan varmistettua ryh-
madrakenne.

4.10 Murtoideaalit kertolaskulla muodostavat Abelin ryh-
man

Renkaan O nollasta eroavat murtoideaalit muodostavat Abelin ryhmén
kertolaskun suhteen.

Hajautetaan todistus useampaan osaan ja todistetaan asteittain:
(a) Jos a on renkaan ©O aito ideaali (eli a # O), niina™' 2 O,
(b) Jos a # 0 on renkaan © ideaali ja aS C ajollekin kunnan K osajoukolle

S,niin S C O,
(c) Jos p on maksimaalinen renkaan O ideaali, niin pp~' = O,
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(d) Kaikille rankaan © ideaaleille a # 0 pitee aa™' = O,
(e) Jokaisella renkaan © murtoideaalilla a on kddnteisalkio a~' kertolaskun
suhteen siten, ettd aa~' = ©O.

Todistus:

(a) Koska a C p jollekin maksimaaliselle ideaalille p ja p~' C a”', niin

riittdd osoittaa, ettd p # O maksimaaliselle ideaalille p. Riittda siis 16ytda
jokin ei-algebrallinen kokonaisluku joukosta p~'. Olkoon a € p, a # 0.
Kohdan 4.9 nojalla 16ydetdan alkuideaalit py,. . ., p,, joille

pr---pr C ().

Valitaan ndistd alkuideaalikokoelmista se, jossa r on mahdollisimman pie-
ni. Koska (a) C pja p on alkuideaali kohdan 4.4 nojalla, taytyy olla p; C p
jollekin i. Voidaan olettaa, ettd p; C p. Taten p; = p, koska alkuideaalit ovat
maksimaalisia kohdan 4.5 (c) nojalla ja koska r oli valittu mahdollisimman

pieneksi, niin
p2--pr € ().
Nadin ollen p; - - - p,\(a) # 0 ja voidaan valita b € p;, - - - p,\(a). Kuitenkin
bp C (a), jotenba 'p C Djaba ' cp.
Nytb ¢ aDjasitenba™' ¢ O,elip™! # O.

(b) Néytetddn, ettd jos a0 C a, kun 0 € S, niin 0 € O. Koska © on noetheri-
lainen, a = (ay, ..., a;y), missd ainakin yksi a; # 0. Tdlloin ehdosta a® C a
seuraa

(116 :bn(l] —|—...b1m(lm

a0 =bar+...bpmanm

Koska yhtaloilla
(b1 —0)x1 4+ ...+ byxm =0
bruxi+...+ (bpm —0)xm =0
on jokin nollasta poikkeava ratkaisu x; = ai,...,xm = an, niin niitd vas-

taavan matriisin determinantin taytyy olla 0. Ndin saadaan luvulle 0 pe-
rusmuotoinen polynomiyhtild, jonka kertoimet ovat renkaassa O, joten
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0 € O kohdan 4.5 (b) nojalla.

(c) Kohdan 4.8 perusteella havaitaan, ettd pp~' on ideaalijap C pp~' C O.
Koska p on maksimaalinen, niin joko pp~' = p tai pp~' = O.Jos pp~' = p,
niin (b)-kohdan mukaan p~' C O, miki on ristiriita (a)-kohdan kanssa, jo-
ten taytyy olla pp~' = O.

(d) Vastaoletus: Olkoon a suurin ideaali siten, ettd aa™' # ©O. Talloin a C p
jollekin maksimaaliselle ideaalille p. Kohdan 4.8 mukaan O C p ' Cal,
joten

aCap ' Caa' CO.

Erityisesti ehdosta ap~' C O seuraa, ettd ap~' on ideaali. Jos olisi a = ap~’,
niin olisi p~' C O (b)-kohdan nojalla ja tima on ristiriita (a)-kohdan kans-
sa. Tdytyy siis olla a & ap™' ja maksimaalisuusehdon soveltamisesta ide-
aaliin a seuraa, ettéd joukolle ap~' pétee

ap~!(ap™) T = 9.

1

Ideaalin a~' madritelmén mukaan ylldoleva tarkoittaa, ettd

p(ap ) Ca
Taten O = ap~'(ap™')™" C aa™' C O. Tama on ristiriitaista ideaalin a va-
linnan suhteen, joten aa~' = O kaikilla a # 0.

(e) Koska a on murtoideaali, niin on olemassa ideaali b ja alkio ¢ € O\{0}
siten, etti a = ¢ 'b. Asetetaan a’ = cb~ !, jolloin aa’ = O.

411 Jaollisuus ideaaleilla

Olkoot aja b renkaan O ideaaleja. Sanotaan, ettd ideaali a jakaa ideaalin b,
jos on olemassa ideaali ¢ C © siten, ettd b = ac. Tatd merkitdan alb. Talloin
on myos voimassa

alb jos ja vainjos a D b,

silld voidaan valita ¢ = a'b. Tuloksesta voi nihdj, ettd ideaalin b tekijat
ovat siis ne ideaalit, jotka sisédltdvit ideaalin b. Nyt myos alkuideaaleille
saadaan tutunlainen esitys, silld jos p on alkuideaali, niin ehdosta

plab seuraa, ettd pla tai p|b,
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jolloin mé&dritelma on samanlainen kuin algebrallisille luvuillekin.
Merkintddn voi vield tehda pienen lisdyksen: Jos a on renkaan O ideaa-
lijab € O siten, ettd a|(b), niin sanotaan, ettd ideaali a jakaa luvun b ja
merkitddn alb. Tédlld merkintitavalla voidaan alkuideaaleille kirjoittaa, et-
td ehdosta plab seuraa pla tai p|b. Tekijoihinjaon yhteys alkioiden ja padi-
deaalien vaililld kdy ndin selvemmaksi.

Nyt voidaan todistaa aritmetiikan peruslause ideaaleille liki identtiselld
tavalla kuin se alussa todistettiin kokonaisluvuille.

4.12 Ideaalien yksikdsitteinen tekijoihinjako

Renkaan O nollasta eroavat ideaalit voidaan kirjoittaa jarjestystd vaille yk-
sikdsitteisesti alkuideaalien tulona.

Todistus:

(1) Olemassaolo: Jokainen a # 0 on alkuideaalien tulo.

Vastaoletus: Olkoon a mahdollisimman suuri niiden ideaalien joukosta,
joita ei voi esittdd alkuideaalien tulona. Talloin a ei tietenkddn voi olla al-
kuideaali, mutta tdytyy olla a C p jollekin maksimaaliselle (eli alku)ideaalille
ja kuten kohdassa 4.10 (d), a ; ap~! C ©O. Koska a oletettiin mahdollisim-
man suureksi, niin

ap~' =p2--pry
missd py, ..., P, ovat alkuideaaleja ja taten a = pp, - - - p,, mikd on ristiriita
ideaalin a valinnan kanssa.

(il) Alkutekijdesitys on yksikasitteinen.
Alkuideaalien maaritelman nojalla, jos p on alkuideaali ja plab, niin pla
tai plb. Jos nyt jollain ideaalilla a on kaksi alkuideaaliesitysta p,...,p; ja
q1, - - -, s Siten, ettd

a:pl"'pT:q‘l”.qS)
niin p; jakaa jonkin ideaalin g; ja maksimaalisuuden nojalla p; = ¢;. Voi-
daan siis kertoa puolittain kaanteisideaalilla p;' ja kiyttaa induktiota, jol-
loin véite seuraa.

413 Ideaalin normin ominaisuuksia

Olkoon a renkaan O ideaali, a # 0. Talloin
(a) Jos normi N(a) = [9/al on alkuluku, niin my6s a on alkuideaali
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(b) N(a) on ideaalin a alkio, eli a/N(a)
(c) Jos a on alkuideaali, se jakaa tdsmélleen yhden alkuluvun p € Z ja tél-
16in N(a) = p™, missd m < n (n on kunnan K aste, O = Oy).

Todistus:

(a) Ehdosta a = pyp; seuraa N(a) = N(p1p2) = N(p;)N(p2) kohdan 2.12
nojalla. Koska N(a) on alkuluku, niin N(p;) = N(a) tai N(p,) = N(a) Voi-
daan olettaa, ettd N(p;) = N(a), jolloin N(p,) =1, eli p, = O, joten ideaali
a on ainoa itsensd tekijd ja siten alkuideaali.

(b) Mééritelmé: N(a) = [9/a] = 1. Jos x € O, niin r(x + a) on tekija-
renkaan 9 /a nolla-alkio, silld ryhmien alkioiden kertaluvut jakavat aina
ryhmén kertaluvun. Siten rx on ideaalin a alkio ja sijoittamalla x = 1 saa-
daan viite.

(c) Kohdan (b) nojalla
alN(a) = P™ - pi™,

joten al(pi), missd p; € P. Jos p,q € P, syt(p,q) = 1ja alp ja alg, niin
16ytyy alkiot u,v € 7Z siten, ettd

up +vq =1,
joten a|1, eli a = O, mikéd on ristiriita. Siis a ei voi jakaa kahta alkulukua.
Téaten N(a)IN((p)) = p™, joten N(a) = p™ jollekin m < n.
414 Lemma

Olkoon D kokonaisalueja p = (p) C D padideaali. Talloin p on alkuideaali
jos ja vain jos p on alkuluku tai p = 0.

Todistus:

Olkoon p alkuideaali, eli ehdosta ab C p seuraa aina a C p tai b C p.
Jos p = 0, niin tdlldin a = 0 tai b = 0. Oletetaan siis, ettd p # 0 ja tehddédn
vastaoletus: p/nk joillakin n, k € D\{0}, mutta p t nja p { k. Nyt kuitenkin
kohdan 3.7 (a) nojalla

(n-k) = (n)(k) € (p).

Jos nyt (n) C (p), niin edelleen kohdan 3.7 (a) nojalla p|n ja jos (k) C (p),
niin plk. Siten (n) ¢ (p) ja (k) ¢ (p), miké on ristiriita, koska (p) oletettiin
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alkuideaaliksi.

Jos p = 0, niin ehdosta ab C p seuraa aina, ettd a = 0 tai b = 0, eli eri-
tyisesti a C p tai b C p, joten p on alkuideaali.

Jos taas p on alkuluku, niin tarkastellaan tekijarengasta D /p. Olkoot x,y €
D/p,elix =a+pjay =b+p, missd a,b € D. Nyt koska p on alkuluku,
eli ehdosta p|ab seuraa, ettd pla tai p|b, niin

xy=(a+p)-(b+p)=ab+p#p,

kun a € pjab ¢ p. Tekijarenkaan nolla-alkiot ovat siis luvun p moninker-
rat. Nyt siis D/p on kokonaisalue ja kohdan 4.3 (d) mukaan p on alkuide-
aali.

4.15 Yksikasitteisen tekijoihinjaon karakterisointi

Renkaassa © tekijoihinjako jaottomiin on yksikésitteistd tdsmalleen silloin
kun jokainen renkaan © ideaali on padideaali.

Todistus:

Kohdassa 3.18 osoitettiin, ettd tekijoihinjako on yksikésitteistd, jos jokai-
nen ideaali on padideaali.

Jos tekijoihinjako on yksikésitteistd, niin riittdd osoittaa, ettd jokainen al-
kuideaali on pddideaali, silld kaikki muut ideaalit voidaan esittdd alkuide-
aalien tulona, jolloin ne olisivat pddideaalien tuloina padideaaleja.

Olkoon p # 0 alkuideaali renkaassa ©. Kohdan 4.13 (b) mukaan 16ytyy
N eZ, N=N(p)

siten, ettd p|\. Oletuksen nojalla ' voidaan esittdd yksikasitteisesti ren-
kaan O jaottomien alkioiden tulona

NZTC]'--T[S.

Koska p|lN ja p on alkuideaali, niin p|7; jollakin i € {T,...,s}. Koska teki-
joihinjako on yksikésitteistd renkaassa O, niin jaoton luku 7r; on alkuluku
kohdan 3.17 nojalla ja tdten pddideaali (7;) on alkuideaali kohdan 4.14 no-
jalla.
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Nyt koska p|(7;), missd seka p, ettd (7;) ovat alkuideaaleja ja tekijoihinjako
on yksikdsitteistd, niin p = (7;), joten p on padideaali.

Kohdan 4.15 perusteella nyt tiedetddn milloin yksikésitteinen tekijoihin-
jako onnistuu, nimittdin tdsmaélleen silloin kun kaikki renkaan O ideaalit
ovat padideaaleja. On my06s mahdollista “mitata” kuinka kaukana yksika-
sitteisestd tekijoihinjaosta ollaan. Kirjallisuudesta [5] aiheeseen voi pereh-
tyd tarkemmin ja tdssd tutkielmassa todetaan vain tiivistetysti:

Jos F on renkaan © murtoideaalien joukko ja P on saman renkaan paa-
murtoideaalien joukko, eli yhden alkion virittdmien murtoideaalien jouk-
ko, niin tekijaryhmaa

H=F/P

sanotaan renkaan © [uokkaryhmiiksi. Asetetaan
h =h(0) = /7|

ja kutsutaan lukua h luokkanumeroksi. Talloin on mahdollista osoittaa, etta
yksikdsitteinen tekijoihinjako on mahdollista tdsmaélleen silloin kun h =1
ja ettd h on aina ddrellinen. Mitd suurempi h on, sitd "kauempana” yksi-
kasitteisestd tekijoihinjaosta ollaan.

Nyt luvun h dérelliseksi osoittamisesta padstadn kasiksi sopiviin padide-
aaleja koskeviin ehtoihin ja erityisesti voidaan osoittaa, ettd jokaisesta ide-
aalista saadaan pddideaali sopivassa kuntalaajennuksessa, jolloin kohdan
4.15 nojalla yksikasitteinen tekijoihinjako on siis mahdollista. Ndin péaés-
tadn ldhelle Kummerin késitettd “ideaaliset luvut”.
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