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Tiivistelma

Tutkielman tarkoituksena on tarkastella, kuinka oppilaat ilmaisevat matemaattista
ajatteluaan  kielentimisen ndkokulmasta matematiikan tehtdvid ratkaistaessa.
Matemaattisen ajattelun katsotaan koostuvan matemaattisen tiedon prosessoinnista,
jolloin  oppilaiden = matemaattista  ajattelua  havainnoidaan  proseduraalisen-,
konseptuaalisen- ja strategisen tiedon kannalta. Tamén lisdksi tarkastellaan oppilaiden
matemaattisen ajattelun suullista ja kirjallista ilmaisua luonnollisen kielen, symbolikielen
ja kuviokielen avulla. Tarkoituksena on havainnoida kuinka oppilaat kayttavit eri kielid
ja toimivat niiden valilla.

Tutkimus toteutettiin tehtdvipohjaisena parihaastatteluna, jonka aikana oppilasparit
ratkaisivat neljd yhtdloihin tehtdvaa. Tutkimukseen osallistui yhteensd 12 kahdeksannen
luokan oppilasta eli kuusi oppilasparia. Haastattelut videoitiin, jonka jidlkeen videot ja
vastauspaperit analysoitiin teorialdhtdisen tutkimuksen mukaisesti.

Tulokset osoittavat, ettd oppilaiden vilistd suullista kielentdmisestd seuraamalla sekéa
tehtdvien rakenteiden avulla saadaan hyva késitys oppilaiden kiyttimistd matemaattisista
menetelmistd sekd siitd, kuinka hyvin oppilaat ymmértivit ja osaavat perustella
toimintonsa. Lisdksi tutkimustulokset osoittavat, ettd oppilaiden taidoissa hyddyntda
luonnollista kieltd, symbolikieltd sekd kuviokieltd osana tehtdvien ratkaisua on vield
kehitettdvdd. Havaittiin, etteivdt oppilaat juurikaan hyddyntdneet kuviokieltd ja
symbolikielen hallinnassa oli eroavaisuuksia. Oppilailla oli my06s hankaluuksia
luonnollisen kielen kddntdmisessd matematiikan symbolikielelle.
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Esipuhe

Vihdoin maaliviiva hdamottdd ja on aika jdttdd opiskelijacldmé taakse. Gradun
kirjoittaminen on ollut viimeinen ponnistus opinnoissa ja nyt sekin on ohi. Néin n:nnen
vuoden opiskelijana se tuntuu helpottavalta mutta samalla haikealta.

Monen vuoden opintoihin on mahtunut paljon hyvié ja ikimuistoisia hetkid. Niistd suuret
kiitokset ansaitsevat kaikki opiskelukaverini sekd ystdvéni. Lisdksi haluan erityisesti
kiittad rakasta kihlattuani Santeri Rasdstd. Hanen kannustuksensa ja uskonsa minuun ovat
auttaneet viemédn opintoni loppuun asti. Samalla hdnen huumorintajunsa on tuonut
naurua ja iloa jokaiseen paivadn, varmasti myds jatkossakin.

Lopuksi haluan kiittdd Antti Viholaista ohjauksesta ja neuvoista gradun aiheen
suunnittelusta aina lopulliseen tuotokseen asti.

Joensuussa 20. helmikuuta 2020 Annu Hartikainen
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Luku I

Johdanto

Helsingin sanomat julkaisi vuoden 2019 kiinnostavimpien sekd puhuttaneimpien
artikkeleiden joukossa jutun, joka késitteli kiinalaisten lasten matematiikan tehtivia (ks.
Pajari, 2019). Tehtdvit olivat rakenteeltaan suomalaisille uuden tyylisid verraten
suomessa totuttuihin matematiikan tehtiviin. Artikkelissa julkaistuissa kuusivuotiaille
lapsille tarkoitetuissa matematiikan tehtivissd pyydettiin oppilaita muodostamaan
peruslaskutoimituksia annetuista kuvista ja kuvapareista. Tehtdvien tarkoituksena oli
kehittda lasten matemaattista ajattelua luovalla tavalla tehtdvien ollessa avoimia ja antaen
oppilaiden itse muodostaa niisté tulkintoja. Suomalaisissa oppikirjoissa tehtavét tuntuvat
koostuvan paljolti valmiiksi ennalta annetuista tehtdvénasetteluista. Télldin tehtdvin
ratkaisuun tarvitaan mahdollisesti vain ennalta opeteltuja sdéntdjd ja menetelmid,
laskutoimitusten kayttdd niitd kuitenkaan ymmaéartamétta.

Perinteisesti matematiikan tehtdvien ratkaisut koostuvan suurelta osin luvuista ja
laskutoimituksista, symboleilla esitetyistd merkinndistd. Kuitenkin kieleen ja ilmaisuun
kuuluvat my6s muut merkintitavat, kuten puhe eli luonnollinen kieli, ilmeet ja eleet sekd
kuvat ja kuviot (Joutsenlahti, 2003a). Nykyddn sdhkoistyneiden ylioppilaskokeiden
myOtd matematiikan tehtdvien ratkaisut voidaan esittdd ottamalla kuvakaappaus
laskinsovelluksella tehdyistd laskuista ja merkinndistd. Ylioppilastutkintolautakunnan
antamien hyvén vastauksen maardyksien mukaan vastauksesta on kuitenkin tultava ilmi
perustelut ja selitykset, kuinka kokelas on pddtynyt antamaansa vastaukseen
(Ylioppilastutkintolautakunta, 2019). Pelkéksi vastaukseksi ei siis riitd laskutoimitukset,
vaan ratkaisun vaiheita on kuvattava myos joko sanallisesti tai kdyttdméalla hyodyksi
kuvia ja kuvioita.



Kaikki edelld mainitut tilanteet liittyvdt matemaattiseen ajatteluun ja sen ilmaisun eri
keinoihin. Téllaista matemaattisen ajattelun selittimistd kielen keinon, padsiéntoiseesti
suullisesti tai kirjallisesti, kutsutaan matematiikan kielentdmiseksi. Perusopetuksen
opetussuunnitelman perusteissa (POPS) 2014 (Opetushallitus, 2016) puhutaan
monilukutaidosta, jolla tarkoitetaan erilaisten tekstien tulkitsemis- ja tuottamistaitoja.
Matematiikan kielentdmisen voidaan katsoa kuuluvan osaksi monilukutaitoja, joiden
avulla oppilas osaa tuottaa ja esittdé tietoa eri muodoissa. Monilukutaitoja tulee kehittdd
kaikissa oppiaineissa, joten matematiikan osalta opetuksen tulisi tarjota oppilaille keinoja
ilmaista itseddn ja matemaattista ajatteluaan monipuolisesti niin yksin kuin ryhmassa.

Matematiikan kielentdmisen tarkoituksena on tarjota monipuolisia tapoja ilmaista omaa
ajatuksen juoksua toisille ymmarrettdvassd muodossa. Kielentdiminen onkin vahvasti
lasnd POPS:ssa (Opetushallitus, 2016) koko ala- ja yldkoulun ajan. Matematiikan osalta
vuosiluokkien 1-2 aikana on tarkoitus kehitti4 ja tukea oppilaan matemaattisen ajattelun
ilmiasua hyodyntien kielen eri keinoja. Vuosiluokilla 3-6 matematiikan tydskentelyn
taitojen mukaisesti oppilaita kannustetaan matemaattisen ajattelun esittdmiseen puheen,
kirjallisten tuotosten, késin kosketeltavien materiaalien sekd kuvioiden avulla.
Yldkoulussa vuosiluokilla 7-9 matematiikan yhtend opetuksen tavoitteena on oppilaan
matemaattisen ajattelun kehittyminen ja matematiikan kielentdmisen harjoittelu
suullisesti seka kirjallisesti. Samoin matematiikan tavoitteiden yksi siséltdalue késittelee
ajattelun taitoja, joiden avulla on tarkoitus harjoitella tekstin tulkintaa ja tuottamista seka
perustelun taitoja. Lisdksi matematiikan opetuksen tarkoituksen on tukea oppilaiden
kykyja hahmottaa suurempia kokonaisuuksia sekd muodostaa yhteyksid opittujen
asioiden vilille.

Myos lukion opetussuunnitelman perusteissa (LOPS) (Opetushallitus, 2015) yhtend
matematiikan opetuksen tehtivistd on opettaa oppilasta ilmaisemaan matemaattista
ajatteluaan puhutun ja kirjoitetun kielen avulla. Opiskelijoita rohkaistaan esittiméén
matemaattista tietoa monipuolisesti hyodyntden ilmaisussaan kuvioita sekd piirroksia.
Taman lisdksi opiskelijoiden matemaattista ajattelua pyritddn kehittdmadn siten, ettd
matemaattiset kisitteet saavat ymmarrettdvin merkityksen, jonka avulla niitd pystytién
liittdmadn laajempiin matematiikan kokonaisuuksiin.

Suomessa matematiikan kielentdmisti on tutkittu etenkin Jorma Joutsenlahden toimesta.
Joutsenlahti on tutkinut véitoskirjassaan (Joutsenlahti, 2005) lukiolaisten matemaattisen
ajattelun piirteitd. Tdmaén lisdksi hdn tehnyt paljon tutkimusta matemaattisesta ajattelusta



sekd kielentdmisestd ja kielentdmisen hyodyistd matematiikan opiskelussa (muun muassa
Joutsenlahti, 2003b, 2004, 2010). Kielentdmisestd on tehty my0ds kandidaatin- sekd pro
gradu -tutkielmia, joissa matematiikan kielentdmistd on tutkittu aina alakoulusta
yliopisto-opiskelijoiden  keskuuteen. Esimerkkeind tutkimuksista mainittakoon
Mansikka-Ahon ja Sirénin (2012) pro gradu -tutkielma matematiikan suullisesta
kielentdmisestd alakoulussa sekd Silja Ojasen (2016) pro gradu -tutkielma kirjallisesta
kielentdmisestd yliopistossa. Tutkimustuloksille yhteistd on kielentdmisestd saadut
hyodyt. Matematiikan kielentdmisestd vaikuttavat hyotyvédn niin oppilaat itse,
kanssaopiskelijat seké opettaja (muun muassa Joutsenlahti 2003b).

Tassd tutkimuksessa tarkastellaan oppilaiden matemaattisen ajattelun ilmentymisti
kielentimisen ndkokulmasta. Tutkimus on ajankohtainen ottaen huomioon
opetussuunnitelmissa (POPS, LOPS) esiintyvit matematiikan opetuksen ja oppimisen
tavoitteet. Timaén lisdksi pinnalla oleva keskustelu matematiikan tehtivien rakenteesta ja
monimuotoisuudesta (Pajari, 2019) sekd matematiikan kielentimisestd tehtyjen
tutkimusten osoittamat kielentdmisesti saadut hyddyt tukevat tutkimuksen mielekkyytta.
Téasséd tutkielmassa matemaattisen ajattelun katsotaan rakentuvan oppilaiden taidoista
kayttdd matemaattisia menetelmii ja sdint0ja osana ongelmanratkaisua sekéd oppilaiden
kyvyistd ymmartda kdyttdmiddn toimintojaan. Tutkimuksessa havainnoidaan oppilaiden
matemaattisen ajattelun ilmentymistd edelli mainitun matemaattisen tiedon
ndkokulmasta. Tamain lisdksi tutkimuksessa tarkastellaan oppilaiden tapoja esittdd omia
ajatuksiaan eri kielen keinoin. Kielen katsotaan koostuvan kirjallisesta sekd puhutusta
kielestd, matemaattisista symboleista seki kuvista ja kuviosta.



Luku II

Teoria

2.1 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu mééritellidn monella eri tavoin riippuen kirjoittajan
ndkokulmasta. Néakokulmiin vaikuttavat tutkimusldhtokohdat, joten matemaattiselle
ajattelulle ei ole vakiintunutta késitteen méaaritelmia. (Joutsenlahti, 2003b) Seuraavaksi
esitellddn muutamia erilaisia ndkdkulmia matemaattisen ajattelun méérittelylle.

Matemaattinen ajattelu voi koostua aiempien kokemuksen sditelevistd idea- ja
ajatusketjuista. Psykologisen ndkokulman mukaan ajattelu koostuu kahden erillisen,
mahdollisesti aiemmin opitun, asian yhteyksistd. Ajattelu voidaan mieltdd myos yrityksen
ja erehdyksen kautta muodostuvaan yhteyksien ymmaértamiseen. Téllaiseen médrittelyyn
voidaan lisdtd vield ymmadrtdminen, joka kuvaa matemaattisten laskumenetelmien
hallintaa seka kieli. Ndma kaikki kolme ovat tiivisti yhteydessé toisiinsa sekd oppimiseen.
(Leppidaho, 2007)

Yrjonsuuren (2004) mukaan matemaattiseksi tiedoksi mielletdin perinteiset
matemaattiset tosiasiatiedot, kuten luvut, maaritelmat sekd kaavat. Toiminnallista tietoa
kédytetddn tehtdvien ratkaisuissa ja se koostuu tosiasiatiedoista sekd erilaisten taitojen
oppimisesta ja harjoittelusta saaduista kokemuksista. Matemaattinen ajattelu kytkeytyy
siis kognitiivisen taidon kédyttimiseen ja matemaattinen toiminta jakaantuu algoritmiseen
ja reflektoivaan ajatteluun.

Algoritminen ajattelu kuvastaa taitotietoa, joka esiintyy kognitiivisen taidon kdytossa.
Tédmi tapahtuu esimerkiksi, kun verbaalisen lauseen esitysmuotoa tismennetdén tai
kddnnetddn symboliselle kielelle ja pdinvastoin. Téllaiseen toimintaan liittyvét



Yrjonsuuren (2004) mukaan oikeiden operaatioiden valinta sekd niiden vaikutusten
tietdminen, eli taito toimia tietylld tavalla. Algoritmisen ajattelun on tarkoitus tarjota
ratkaisuun tarvittavia keinoja ja tyokaluja sekd antaa vélineité tulosten hyodyntdmiseen.

Reflektoivaa ajattelua kuvastaa pohdiskeleva tyyli, joka mahdollistaa oivallukset
deduktiivisten paitelmien teossa. Tdhén liittyy yksilon oman toiminnan suuntaaminen,
kuinka itsendisesti hdn toimii ja paljonko hén peilaa toimintaansa omiin kokemuksiin ja
arviointeihin. Reflektoivaa ajattelua kuvaa koettelu sekd oppijan vakuuttuminen
tekemistiin valinnoista ja ratkaisujen perusteista (Yrjonsuuri, 2004).

Joutsenlahti (2003b) esittelee Sternbergin (2003) nikokulman, jossa matemaattista
ajattelua ldhestytddn viidestd eri nikokulmasta tutkimisldhtokohtien mukaan.
Psykometrinen ldhestymistapa keskittyy oppijan matemaattisiin kykyihin, kun
informatiivinen prosessointia tutkiva liittyy oppilaan mentaalisiin prosesseihin seki
matemaattisiin  ongelmanratkaisutaitoihin. Antropologinen ldhestymistapa tutkii
kulttuurin vaikutusta matemaattiseen ajatteluun, pedagoginen ldhestymistapa keskittyy
oppimisen ohjaamiseen seki sosiaalisiin suhteisiin ja tiedematemaattinen lahestymistapa
lahestyy matemaattista ajattelua itseluottamuksen ja uskomusten kautta.

Joutsenlahti (2003b) soveltaa kielen ja ajattelun tutkimuksessaan prosessiluonnetta
korostavaa ldihestymistapaa. Oppilaiden ajatusprosessit matematiikan opiskelussa ovat
kiinnostaneet tutkijoita kautta aikojen. Ajatusprosessin kulkua ja sen sisdltod on pyritty
mittaamaan testeilld ja arvioimaan sen oikeellisuutta tulosten avulla.

Matemaattisessa ajattelussa oppimiseen vaikuttaa merkittdvasti prosessoitavan tiedon
luonne. Ajattelun tutkimuksissa matemaattinen tieto voidaan jakaa Hiebertin (2003) ja
Lefren (2003) mukaan proseduraaliseen ja konseptuaaliseen tietoon. (Joutsenlahti,
2003b). Proseduraalinen tieto miéritelladn menetelmaétietona, jonka avulla oppilas osaa
suorittaa tehtivid asiaankuuluvien menetelmien ja sdéntdjen avulla. Toimintojen
suorittaminen ei valttdmattd vaadi oppilaalta tietoista ymmartdmistd, jos tekeminen on
automatisoitunut. Menetelmdt ja sddnnot koostuvat matemaattisten symbolien
tunnistamisesta sekd proseduurien ja algoritmien, eli matemaattisten operaatioiden
suoritusjonojen kdytostd. Suurin ero proseduraalisen ja konseptuaalisen, eli késitteellisen
tiedon viélilld on se, ettd konseptuaalinen tieto vaati oppilaalta tietoista ymmartamista.
Konseptuaalista tietoa kéyttidessd oppilas osaa tiedostaa ja perustella toimintonsa ja



hyodyntéé tietoverkkojaan tehtdvien tulkitsemiseen. (Leppdaho, 2007; Haapasalo, 2005;
Joutsenlahti, 2005)

Edelld mainittu luokittelu ei ole Joutsenlahden (2005) mukaan tiydellinen, koska kaikki
tieto ei yksiselitteisesti sulaudu proseduraaliseksi tai konseptuaaliseksi. Taméan vuoksi
hén lisdd ryhmittelyyn strategiatiedot, jotka kuvaavat ongelmanratkaisussa kaytettiavia
strategioita. Strategiat ohjaavat ja kontrolloivat henkilon kognitiivisia prosesseja, joiden
sadtelyyn vaikuttavat metakognitiot. Algoritmien sekd matemaattisten lauseiden ja
kasitteiden kaytto ovat matemaattisissa strategioissa tarvittavia menetelmid. Haapasalo
(2005) kayttad termid heuristiset prosessit kuvatessaan strategioita ja niiden valintaan
vaikuttavia metakognitioita.

Tassa tutkimuksessa sovelletaan Joutsenlahden painottamaa prosessiluonnetta korostavaa
nikokulmaa matemaattiseen ajatteluun, jossa matemaattisen tiedon eli proseduraalisen-,
konseptuaalisen- tai strategisen tiedon prosessointia ohjaavat ajattelijan metakognitiot.

2.2 Ongelmaratkaisu matematiikassa

Tutkijoilla on erilaisia késityksid ongelmatilanteen méirittelysti. Pedagogiselta kannalta
katsottuna Haapasalo (2005) esittdd seuraavanlaisen madritelmén: ongelmaksi voidaan
mieltdd tilanne, jossa on havaittavissa loogis-kognitiivinen konflikti, jonka ratkaiseminen
vaatii henkiloltd tavoitteellista ajattelutoimintaa. Pehkonen (2009) puolestaan pitaytyy
laajemmalti kdytetyssd Kantowskin (2009) méadritelméssd, jonka mukaan ongelmaksi
luokitellaan tehtdvd, mikidli sen ratkaisemisessa tdytyy soveltaa uudella tavalla jo
olemassa olevaa tietoa. Jos tehtdvdn ratkaisemiseen tarvittavat toimenpiteet ovat
ennestiin tuttuja, kyseessd on rutiinitehtdvé eikd ongelma. Ongelma on siis kytkoksissa
sitd ratkaisevaan henkiloon ja aikaan (Leppdaho, 2007). Haapasalo (2005) kutsuu
ongelmatilanteessa tarvittavia strategioita ja niiden valintaa sdételevid metakognitioita
heuristisiksi prosesseiksi. Ongelma ja heuristiset prosessit ovat siis riippuvaisia toisistaan
ja méadriteltdvissa vain toistensa kautta.

Ongelmatehtdviat ovat luokiteltavissa avoimiin ja suljettuihin (Leppédaho, 2007;
Haapasalo, 2005). Luokittelu perustuu ongelmassa annettuun tiedon luonteeseen.
Suljetussa ongelmassa ongelmanasettelussa on annettu vain tarpeellinen ja eksakti tieto
ja ndin ollen ratkaisun eteneminen ja vélivaiheet ovat ennalta arvattavissa. Suljetut



ongelmat keskittyvdat esimerkiksi ratkaisijan dlyllisten prosessien- ja oppilaan
ratkaisurutiinien kehittdmiseen. (Haapasalo, 2005) Avoin ongelma puolestaan antaa
ratkaisijalle mahdollisuuden vaikuttaa ratkaisuprosessiin. Ratkaisija voi tuoda tehtdvaan
lisdoletuksia ja ndin ollen vaikuttaa alku- tai lopputilanteeseen. Avoimilla tehtivilld on
usein monia eri ratkaisuja, kaikkien ollessa kuitenkin yhtd oikeita. (Pehkonen, 2003)
Avoimet ongelmat liittyvdt muun muassa arkieldmidn ongelmiin ja tiimityon avulla
pyritdin kehittimiin sosiaalisia taitoja (Haapasalo, 2005).

Ongelmanratkaisulla tarkoitetaan Haapasalon (2005) mukaan prosessia, jota voidaan
esimerkiksi kuvata 1900-luvun  matemaatikon George Polyan esittdimalla
ongelmanratkaisuprosessilla. Polyan ongelmanratkaisuprosessi muodostuu ongelman
ymmirtdmisestd ja sithen orientoitumisesta, ratkaisusuunnitelman laatimisesta eli
ongelman tyOstdmisestd, suunnitelman toteuttamisesta ja ongelman ratkaisusta sekd
lopuksi ratkaisun tarkastelusta ja tulkinnasta. Ongelman ymméirtdminen tarkoittaa
ongelman 16ytdmisté eli ongelmatilanteen tiedostamista, mahdollisesti my0s ongelman
uudelleen muotoilemista. Ratkaisusuunnitelman laatiminen vaatii ongelman ja
lahtotietojen analysointia, vilitavoitteiden maédrittelyd sekd ratkaisuidean 10ytdmista.
Ratkaisusuunnitelman toteuttamisen aikana henkild suorittaa operaatioita, jotka auttavat
ratkaisun méérittdimisessi ja lopulta koko ongelman ratkaisun esittdmisessd. Viimeisend
mallissa on prosessin tulkinta, jonka tarkoitus on varmistaa ratkaisun oikeellisuus ja
syventdd ongelmanratkaisuprosessin merkitystd. (Haapasalo, 2005)

Polyan ongelmanratkaisumalli on yksi tunnetuimpia yleisen ongelmanratkaisun
malleista. Malleja on olemassa useita, ja ne painottavat ongelmanratkaisuprosessin eri
vaiheita ei tavalla. Yhteistd malleille on prosessin kuvaaminen tietynlaisena vaiheiden
jatkuvana suorittamisena, jonka lopputulemana on oikeaan ratkaisuun péddtyminen.
(Leppdaho, 2007)

Ongelmanratkaisustrategia on valintapditds ennalta opittujen ongelmanratkaisukeinojen
ja  tyotapojen  vililld, joiden avulla tavoitellaan ongelman ratkaisua.
Ongelmanratkaisustrategioiden valinta tapahtuu Polyan mallissa ratkaisusuunnitelman
laatimisen ja sen toteuttamisen aikana. (Leppdaho, 2007) Haapasalo (2005) esittelee
kahdeksan tutkimuskirjallisuudesta 16ytynyttd ongelmanratkaisustrategiaa, jotka ovat:

e yleisten péittelysddntdjen kiyttiminen
e synteesi



e analyysi

e matriisimenetelma

e luova ajattelu

e arvaa-todista menetelma
e algoritminen menetelma

e mallien konstruointi.

Ensimmaiinen ongelmanratkaisustrategia on yleisten pdittelysddntojen kdyttiminen eli
johtopéétdsten tekeminen tunnettujen tosiasioiden perusteella. Téllaisen strategian
kdyttdminen on miltei vélttimitontd esimerkiksi matemaattisissa ongelmissa. Seuraavat
ongelmanratkaisustrategiat ovat synteesi sekd analyysi. Synteesi on eteenpidin
tyOstdmistd, missi asiat liitetddn tiettyyn jérjestykseen, joka on sen hetkisen tosiasioiden
ja pdadttelyn mukainen. Synteesin tavoitteena on pddtyd vield silld hetkelld
tuntemattomaan tulokseen. Analyysi on puolestaan taaksepdin tydstdmistd, joka
tarkoittaa ratkaisun l0ytdmista tietystd paddmadristd kisin ja siten tehtdvissd etenemista.
Analyysid ja synteesid voidaan kdyttdd my0s yhdessa.

Neljdntend ongelmanratkaisustrategiana Haapasalo (2005) kuvaa systemaattisten
vaihtoehtojen kdyton eli matriisimenetelmén. Siind ongelman tiedot pyritdén esittdmédn
helpoiten nihtdvissi olevassa muodossa, joka voidaan tehdd systemaattisesti kayttdmalla
matriisia. Tdmén strategian vastakohtana on luova ajattelu, jossa aivojen annetaan
vapaasti luoda ajatuksia ja assosiaatioita annettuihin ldhtotietoihin. Tatd kutsutaan
termilld brainstorming. Kuudes strategia on tieteellinen arvaa-todista menetelma, jossa
rationaalisen hypoteesin kautta syntynyt tulos todistetaan oikeelliseksi tieteellisten
menetelmien avulla. Algoritminen menetelmd on ongelmanratkaisustrategiana
jérjestelmadllisten operaatioiden toteuttamista ennalta mééréttyjen sédéntdjen mukaisesti.
Algoritmit voivat olla matemaattisin menetelmin johdettuja ja niiden loytimiseen
tarvitaan mahdollisesti  oivallusta ja ongelman mallintamista. Kahdeksas
ongelmanratkaisustrategia on mallien konstruointi ja analogioiden havaitseminen.

Ongelmanratkaisussa yksilon on tuotava ilmi ajattelutoimintaansa, jonka avulla hén
paityy ratkaisuun. Seuraavaksi késitelldin matemaattisen ajattelun ilmaisun keinoja
kielen avulla.



2.3 Matemaattisen ajattelun kielentiminen

Kielen voidaan kuvata koostuvan symboleista eli merkeisti, joilla on tietty siséllys ja
muoto (Koppinen;Lyytinen ;& Rasku-Puttonen, 1989). Kielen eri muotoja ovat kirjoitettu
ja puhuttu kieli sekd ilmeet ja eleet. Tdmaén lisdksi esimerkiksi matematiikassa kiytetyt
matemaattiset symbolit ovat osa kieltd. (Joutsenlahti, 2003a)

Nykysuomen sanakirjan mukaan kielentiminen on ajatusten esittimistd kielellisessd
muodossa (Joutsenlahti & Rattyd, 2015). Ainedidaktisessa tutkimuksessa Joutsenlahti
(2003a) kuvaa kielentdmistd osana oppilaan konstruointiprosessia. Matemaattista
késitettd ilmaistessaan oppilaan tulee jdsentdd ja kuvata omaa matemaattista ajatteluaan
siten, ettd hdn pystyy tunnistamaan kisitteen keskeiset piirteet. Samalla muut oppilaat
rakentavat keskustelun avulla kisitteen sisdltod vertaamalla omaa oppimaansa
oppilastoverin ilmaisuun. Ilmaisuissa tulevat ilmi oppilaiden omat uskomukset, jotka
liittyvédt kyseiseen asiaan. Joutsenlahti (2003a; 2003b) maédrittelee matematiikan
kielentdmisen matemaattisen ajattelun ilmaisemiseksi niin suullisesti kuin kirjallisesti
sekd ilmeiden ja eleiden avulla.

Joutsenlahti ja Kulju (2010) esittavat luokkahuoneessa kiydysti kirjallisesta ja puhutusta
viestinndstd kolmen kielen mallin, joiden avulla oppilas ilmaisee matemaattista
ajatteluaan (Kuva 1). Luonnollinen kieli on puhuttua ja kirjoitettua kieltd, matematiikan
symbolikieli koostuu matemaattisista merkinndistd ja kuviokieleen siséltyvit kuvat ja
kuviot. Kuvasta 1 on huomattavissa kielten osittainen péillekkiisyys, joka tarkoittaa
useamman kielen samanaikaista kdyttod. Esimerkiksi matematiikan luonnolliseen kieleen
kuuluvat matematiikan symbolikielen kisitteet.



Symbolikieli

Luonnollinen

kieli

Kuva 1: Kolmen kielen malli

Néiden kolmen kielen liséksi on olemassa neljés taktiilinen toiminnan kieli, joka kuvastaa
opetuksessa kiytettdvid késin kosketeltavia toimintamateriaaleja. Matemaattisen
ajattelun kielentdminen tarkoittaa matemaattisen ajattelun ilmaisua Kuvassa 1 esitettyjen
kielten sekd toiminnallisen kielen avulla. Eri kielien hyddyntdminen osana
opetuskéytinteiti tulee ilmi eri ikdisten oppijoiden kohdalla. Alkuopetuksessa voidaan
keskittyd enemmén kuviokielen ja taktiilisen toimintakielen avulla luomaan
matemaattisille olioille merkityksid, kun myohemmalld idlld voidaan valita mikd vain
kielistd ja pohtia kuinka jokin matemaattinen ilmentyma voitaisiin kuvata muiden kielten
avulla. (Joutsenlahti & Raittyd, 2015)

Eri kielten avulla on tarkoitus pyrkid luomaan késitteille merkityksellisid siséltoja.
Jokaisella kielelld on omat ominaispiirteensi ja tilanteen mukaan voidaan valita sopivin
kieli ajattelun ilmaisuun. Esimerkiksi symbolikielen vahvuudet ovat késitteiden
madrillisid muutoksia kuvatessa, kun taas kuviokielen hyodyt tulevat esille kdsiteiden
yhteyksien kuvaamisessa. (Joutsenlahti & Tossavainen, 2018)

2.3.1 Kirjallinen kielentiminen

Matematiikassa kirjallista tyoskentelyd ovat usein vihkoon, paperille tai oppikirjoihin
tehtévit laskut sekd koesuoritukset. Kirjallisen ratkaisun tuottaminen selkeyttdd oppilaan
ajatusprosessia, kun hén joutuu pohtimaan kirjoitettu ratkaisuaan ajan kanssa. Samalla
tuotoksesta jdé pysyva jilki, johon oppilas voi halutessaan palata. Kirjoittamisprosessi on
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rinnastettavissa matemaattiseen ongelman ratkaisuprosessiin, joissa molemmissa
tarkoituksena on muotoilla ongelma seka sille sopiva ratkaisu. (Joutsenlahti, 2009)

Matematiikan  tehtdvien  kirjallisissa  ratkaisuissa  kielentdminen = muodostuu
padsdédntoisesti kolmen kielen mallin mukaisesti (Kuva 1). Kirjallisessa kielentamisessa
tarkastellaan matematiikan kieltd, luonnollista kieltd ja symbolikieltd kolmena
kirjoitettuna kielend. (Joutsenlahti, 2009) Matematiikan tehtivien ratkaisujen esittimista
varten Joutsenlahti (2009, 2010) esittelee viisi kirjallisen kielentdimisen mallia, joissa
painotus ei ole vain nykyisten matematiikan oppimateriaalien mukaan matematiikan
symbolikielesséd. Ratkaisumallit ovat:

e standardi” -malli
e kertomus” -malli
e ’tiekartta” -malli
e piivikirja” -malli

e “kommentti” -malli.

”Standardi”’-malli pohjautuu suurimmaksi osaksi matematiikan symbolikielen kayttoon.
Tallaista mallia sovelletaan useimmissa oppikirjoissa ja pddpaino on matemaattisten
esitystapojen  hallitsemisessa, kuten lausekkeiden, laskujen ja  vastauksien
kirjoittamisessa yksikkoineen. Mikéli laskun etenemistd kuvataan sanallisesti tai
kuvioiden avulla symbolikielen selittdmiseksi, kyseessd on “kertomus”-malli. Mallissa
luonnollinen kieli ja/tai kuviokieli vuorottelevat symbolikielen kanssa ratkaisun edetessi
kuvaten ratkaisun vélivaiheita mahdollisimman ymmarrettdvisti, niin ratkaisijalle kuin
lukijalle. Tarkoituksena on tuottaa suoraviivaisesti ja jasennellysti eteneva ratkaisu, joka
on vakuuttava ja helppolukuinen. (Joutsenlahti, 2009) Kyseiset mallit on esitetty Kuvassa
2.
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Matematiikan symbolikieli

Luonnollinen kielifkuviokieli

Standardi Kertomus

Kuva 2: Kirjallisen kielentimisen ”standardi”- ja ”kertomus”-mallit

“Tiekartta”-mallissa ennen ratkaisun Kkirjoittamista symbolikielen avulla prosessi
kuvataan luonnollisella kielelld ja mahdollisesti kuviokieltd hyddyntden. Ratkaisu etenee
laskun perusteluista sen mukaiseen laskun suorittamiseen symbolikielelld. ”Péivikirja”-
mallissa ratkaisija etenee péddsddntdisesti “standardi”’-mallin mukaisesti, mutta
ongelmatilanteessa ajattelun kulkua kuvataan Kkirjoittamalla tai piirtdmalla, eli
luonnollisen kielen tai kuviokielen avulla. Témin on tarkoitus jdsentdd ja selventdd
ratkaisijan ajattelua, ei niinkdan lukijan ymmartdmistd. (Joutsenlahti, 2009) Viidennessi
“kommentti”- mallissa ratkaisija kommentoi jokaista matematiikan symbolikielelld
kirjoitettua vélivaihetta luonnollisella kielelld laskuvaiheen viereen. Kyseinen malli on
perinteinen opettajan taulutyoskentelyssd hyOdynnetty uuden asian opetustyyli.
(Joutsenlahti, 2010) Kuvassa 3 on esitetty “tiekartta”-, “paivékirja”- ja “kommentti”-
mallit.
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Matematiikan symbolikieli

Luonnollinen kielifkuviokieli

Tiekartta Péivikirja Kommentti

Kuva 3: Kirjallisen Kielentimisen tiekartta”-, ”piivikirja”- ja
”kommentti”’-mallit

Kaikille viidelle mallille yhteistd on se, ettd vastaus oletetaan kirjoitettavan kokonaisella
virkkeelld eli luonnollisella kielelld. Silloin opiskelijalla on vield mahdollisuus arvioida
tuloksen mielekkyyttd, tarkastella saadun ratkaisun yksikoitd ja palata alkuperdiseen
tehtavanantoon. (Mt.)

2.3.2 Suullinen kielentiminen

Suullisella kielentdmiselld tarkoitetaan luokkahuoneessa luonnollisella kielelld kéytya
keskustelua opettajan ja oppilaiden kesken. Keskustelut voivat liittyd esimerkiksi
ryhmaétydskentelyyn, tehtdvien ratkaisujen esittimiseen sekd yhteyksien luomiseen
késitteiden ja arkieldimén wvilille. (Joutsenlahti & Tossavainen, 2018) Suullinen
kielentiminen on siis omien ajatusten kertomista omin sanoin, kommunikaatiota ja
vuorovaikutusta muiden kanssa.

Suullisella kielentdmiselld on merkitystd oppilaalle itselleen, kanssaopiskelijoille seka
opettajalle. Oppilaalle kielentdminen on tyokalu omaan ajatteluun ja ajattelun rakenteiden
kuvaamiseen. Oppilas muokkaa késitteen sisdltdod oman kokemusmaailman kautta.
Ilmaistessaan suullisesti ajattelua oppilas joutuu samalla reflektoimaan itse omaa
ajatteluaan. Télloin oppilaalle tulee tieto metakognitiostaan, eli siitd mitd hin tietda.
Muille oppilaille kyseessd on sosiaalinen vuorovaikutustilanne, jonka aikana he voivat
kriittisesti arvioida oppilastoverin ilmaisua ja reflektoida omia oppejaan samasta asiasta.
Tétd kuvaa yhteistoiminnallinen oppiminen. Opettajalle suullinen kielentiminen on
puolestaan yksi jatkuvan arvioinnin viline. Oppilaan ilmaistessaan matemaattista
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ajatteluaan omin sanoin opettaja saa kuvan oppilaan ajatusprosesseista. Talloin opettajalla
on mahdollisuus arvioida oppilaan sen hetkistd osaamista ja tarvittaessa ohjata oppilaan
kisitteiden muovautumista keskustelun ja opetusjirjestelyiden avulla. (Joutsenlahti &
Réttyd, 2015; Joutsenlahti, 2003a; Tossavainen & Joutsenlahti, 2018)
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Luku III

Tutkimuksen toteutus

3.1 Tutkimuskysymykset

Tutkimuksen tavoitteena on tutkia oppilaiden matemaattisen ajattelun ilmentymisti
kielentdmisen ndkokulmasta oppilasparien ratkaistessa matematiikan tehtivii.
Matemaattista ajattelua tarkastellaan matemaattisen tiedon seké kirjallisen ja puhutun
viestinnédn avulla. Tutkimuksen on tarkoitus vastata seuraaviin kysymyksiin:

1. Miten oppilasparien matemaattinen ajattelu ilmenee matemaattisen tiedon
nikokulmasta tehtédvii ratkaistaessa?

2. Kuinka oppilasparit kdyttavit luonnollista kieltd, matematiikan symbolikieltd ja
kuviokieltd tehtivia ratkaistessa?

Ensimmadisessd kysymyksessd on tarkoitus pohtia oppilaiden matemaattista ajattelua
matemaattisen tiedon nékokulmasta. Téssd kysymyksessd matemaattinen tieto on jaettu
proseduraaliseen-, konseptuaaliseen- sekd strategiseen tietoon Joutsenlahden (2003b,
2005) mukaan. Toisessa kysymyksessd oppilaiden matemaattista ajattelua havainnoidaan
Joutsenlahden ja Kuljun (2010) esittdimdn kolmen kielen mallin mukaisesti.
Tarkoituksena on havainnoida eri kielten hallintaa sekd kielten vélilld toimimista.
Tutkimuskysymyksiin pyritddn vastaamaan analysoimalla oppilaiden tuottamia kirjallisia
ratkaisuja sekd videoaineistoa, joka on keritty oppilaiden ratkaistessa tehtavid.

Seuraavaksi kdydadn lapi tutkimuksen metodit.
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3.2 Metodit

3.2.1 Tutkimusmenetelméi

Tutkimus toteutettiin laadullisena tutkimuksena (ks. Saaranen-Kauppinen & Puusniekka,
2006). Laadulliset tutkimukset koostuvat useimmiten aiemmista tutkimuksista,
aineistosta, jota on voitu muuttaa tekstiksi sekd tutkijan omista pohdinnoista sekéd
ajattelusta. Laadullisen tutkimuksen tavoitteena on saada ymmaérrysté tutkittuun ilmiéon,
jolloin tutkimusaineistoa havainnoidaan valitusta nikokulmasta.

Teorialdhtdisen tutkimuksen mukaisesti tutkimusaineistoa analysoidaan ennalta
esitettyjen teorioiden ja mallien pohjalta. Kyseistd analyysimenetelmdd kutsutaan myos
deduktiiviseksi analyysiksi, jolloin aineistoa analysoidaan tutkimuskysymysten pohjalla
olevan teorian avulla.

Saaranen-Kauppisen ja Puusnickan (2006) mukaan laadullisessa tutkimuksessa
aineistokeruuta ohjaavat tutkittava tieto, jolloin kerdtyn aineiston tulisi olla relevanttia
tutkimusongelmien kannalta. Aineiston hankinnassa tulee ottaa huomioon kaytdssd
olevat resurssit sekd aineiston koko. Laadullisen tutkimuksen tarkoituksena on tutkitun
ilmidn ymmaértiminen, jolloin pienempi otanta aineistoon on riittdvd. Tahdn
tutkimukseen osallistuneet oppilaat valikoituivat vapaaehtoisuuden ja olemassa olevien
kontaktien avulla.

Tutkimus toteutettiin tehtdvipohjaisena haastatteluna. Haastattelun katsotaan koostuvan
ennalta suunnitellusta informaation kerddmisestd. Haastattelua hyoddynnetddn
aineistonkeruumenetelméni, kun tarkoitus on kuvata haastateltavien ajatuksia seka
késityksid. (Hirsjarvi & Hurme, 2001) Haastattelun katsotaan koostuvan tutkijan seka
haastateltavan vilisistd tutkimusaiheeseen liittyvastd keskustelusta. Tadssd tutkimuksessa
tutkijan ja haastateltavien vélinen keskustelu rajoittui tutkimuksen alussa haastateltavien
suulliseen itsearvioon matematiikan osaamisestaan sekd tehtdvien ratkaisun lomassa
mahdollisesti sanallisesti pyydettyihin tehtdvien vastauksiin. Tutkimus tapahtui
parihaastatteluna, jonka avulla voidaan tutkia haastateltavien nédkemyksii.
Parihaastattelun  katsotaan olevan ryhmé&haastattelun alalaji, jossa osanottajat
keskustelevat ja kommentoivat asioita vapaamuotoisesti tuottaen tietoa tutkimuksen alla
olevasta ilmidstd (Hirsjarvi & Hurme, 2001). Tutkimus toteutettiin oppilaspareittain
juurikin oppilaiden vélisen keskustelun analysoinnin vuoksi. Keskustelusta pyrittiin
havainnoimaan oppilaiden matemaattista ajattelua tutkimuskysymykset mielessa pitden.
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Empiirisen tutkimuksen mukaisesti tutkimustulokset kerittiin tekemélld havaintoja
oppilaiden tydskentelystd kielentimisen ndkokulmasta. Havainnointi toteutettiin
suurimmaksi osaksi passiivisena oppilaiden kdyttdytymisen ja ajattelun seuraamisena.
Tehtdavipohjaiset haastattelut videoitiin, jonka jélkeen kerétty videoaineisto muutettiin
osin tekstiksi litteroinnin avulla. Saatuja tuloksia pyritddn vertaamaan teoriataustaan ja
tulkitsemaan yksityiskohtaisesti merkityksellisten teemojen mukaisesti.

3.2.2 Aineistonkeruu

Tutkimus toteutettiin Itd-Suomessa sijaitsevalla koululla. Koulun valintaan vaikuttivat
koulun rehtorin seké koululla tydskentelevien ennalta tuttujen matematiikan, fysiikan ja
kemian opettajien halukkuus osallistua tutkimukseen. Tutkimukseen osallistui yhteensi
12 oppilasta kahdesta eri kahdeksannen luokan matematiikan ryhmaistd. Tutkimuksen
kohderyhmiksi  valikoituivat kahdeksannen Iuokan oppilaat perusopetuksen
opetussuunnitelman matematiikan vuosiluokkakohtaisten tavoitteiden ja matematiikan
siséltdalueiden perusteella.

Perusopetuksen opetussuunnitelmassa kahdeksannen luokan matematiikan opetuksen
yhtend tavoitteena on oppilaan matemaattisen ajattelun ilmaisemisen harjoittelu niin
suullisesti kuin kirjallisesti (Joensuun kaupunki, 2016). Kahdeksannen Iluokan
matematiikassa siséltdalueisiin kuuluvat yhtdlot, epdyhtdlot sekd ongelmanratkaisu
yhtdloiden avulla. N&mid aihealueet soveltuivat matemaattisen kielentdmisen
tutkimukseen ja oppilaat olivat kisitelleet kyseiset aihealueet juuri ennen tutkimuksen
toteuttamista. Oppilaita valittiin kahdesta ryhmistd, jotta tutkimus saatiin toteutettua
ryhmien matematiikan oppituntien aikana. Tutkimuksen kannalta oli myds mielestd, ettd
oppilaat olivat eri ryhmistd, jolloin kaikki osallistujat eivét olleet saman opettajan
oppilaita. Tutkimukseen osallistuvien ryhmien oppilaiden huoltajille ldhetettiin
oppilaiden osallistumista koskeva tutkimuslupahakemus.

Tutkimukseen osallistui kolme kahden hengen oppilasparia molemmista matematiikan
ryhmistd. Tutkimuksessa oppilasparit ratkaisivat yhdessd neljd yhtdloihin liittyvad
tehtévad. Jokaiselle oppilasparille varattiin noin 15 minuuttia aikaa tehtdvien ratkaisuun.
Oppilaat nimettiin pareittain kirjaimella ja numerolla, koodina A1 ja A2, B1 ja B2 ja niin
edelleen. Koodissa kirjain tarkoitti paria ja numero oppilasta. Tutkimukseen osallistuneet
oppilaat valittiin vapaaehtoisuuden perusteella. Tutkimuksen kannalta mielekkdinti oli,
ettd oppilasparilla syntyi keskustelua tehtdvien ratkaisuista. Yhtend keskusteluun
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vaikuttavana tekijind koettiin oppilaiden verrattain saman tasoinen matemaattinen
osaaminen, jonka huomioiden ryhmien opettajat muodostivat oppilasparit. Keskustelun
merkitys perustui suullisen ja kirjallisen kielentimisen tutkimiseen.

Ennen tehtdvien suorittamista oppilaita pyydettiin sanallisesti arvioimaan heidin omaa
matemaattista osaamistaan. Tadmdn avulla kartoitettiin  oppilaiden taitotaso.
Tutkimukseen osallistui yhteensd kuusi oppilasparia eli 12 oppilasta, jonka todettiin
olevan riittdva otos laadulliseen tutkimukseen. Jokaisen oppilasparin tehtdvien ratkaisu
videoitiin, jotta aineistoa voitiin analysoida mydhemmin.

Tehtavit késittelivat yhtdloitd, epayhtéloitd sekd ongelmanratkaisua yhtdldiden avulla.
Tehtdvit suunniteltiin soveltamalla Joutsenlahden ja Kuljun (2010) esittimid kolmen
kielen mallia sekd Joutsenlahden (2009, 2010) esittimii kirjallisen kielentimisen malleja.
Tehtévat pyrittiin suunnittelemaan siten, etté niiti ratkaistaessa oppilaiden tuli hyodyntaa
luonnollista kieltd sekd symboli- ja kuviokieltdi. Myo0s tehtdvinannot toteutettiin
hyodyntdmalla kaikkia kolmea kieltd. Tamén liséksi kirjallisten ratkaisujen rakenteisiin
kiinnitettiin huomiota siten, ettd tehtdvien ratkaisuista ilmenisti mahdollisimman
monipuolisesti oppilaiden matemaattinen ajattelu. Kolmen ensimmaisen tehtdvén osalta
kirjallisen kielentdmisen ratkaisumalleja ei varsinaisesti tdsmennetty, vaan ne
muotoutuivat oppilasparien ratkaisujen mukaan. Neljadnnesséd tehtdvissd hyodynnettiin
Joutsenlahden (2010) esittdimad “kommentti”-mallia. Tehtdvipaperi on esitetty Liitteessa
A.
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Luku IV

Tulokset

Seuraavaksi esitellddn tutkimuksesta saadut tulokset ja oppilasparien tydskentelystéd

tehdyt havainnot. Tulokset ja havainnot on analysoitu tehtdvikohtaisesti. Tamén lisdksi

esitetddn oppilaiden itsearvioinnit matematiikan osaamisestaan.

Tutkimukseen osallistuneet oppilaat arvioivat oman matematiikan osaamisensa

suullisesti ennen tehtdvien tekoa. Oppilaiden arviot matemaattisesta osaamisestaan on

esitetty alla olevassa Taulukossa 1.

Taulukko 1: Oppilaiden itsearviointi matematiikan osaamisestaan

Matemaattinen
osaaminen

Numeroarvosana

Sanallinen arvio

Al

7-8

A2

8-9

Bl

B2

9-10

Cl

C2

D1

D2

El

8-9

E2

F1

F2

8-9
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Parin A oppilaat arvioivat matemaattisen osaamisensa numeroarvosanoilla. Oppilas A1l
antoi arvosanakseen 7-8 ja oppilas A2 arvosanakseen 8-9. Parin B oppilas B1 arvioi
osaavansa jonkin verran matematiikkaa ja oppilas B2 antoi arvosanakseen 9-10. Parin C
oppilaat kertoivat osaavansa tehdd matematiikan laskuja paremmin oppitunneilla, mutta
heididn osaamisensa ei vilittynyt yhtd hyvin koetilanteissa. Parin D oppilaat arvioivat
molemmat matematiikan osaamisensa numeroarvosanalla yhdeksén. Oppilas E1 antoi
matematiikasta numeroarvosanakseen 8-9 ja kertoi olevansa epdvarma itsestddn ja
matemaattisesta osaamisestaan, kuitenkin tiedostaen lopulta osaavansa asiat. Oppilas E2
arvioi matematiikan osaamisensa keskinkertaiseksi. Pari F oppilas F1 kertoi osaamisensa
riippuvan tdysin aihealueesta ja oppilas F2 arvioi osaamisensa numeroarvosanalla 8-9.

4.1 Tehtiva 1. Sanallisesta tehtivasta yhtaloksi

Ensimmadinen tehtdvd oli Kuvan 4 mukainen sanallinen tehtdvd. Tehtidvédnanto oli
kirjoitettu luonnollisella kielelld ja tehtdvin ratkaisu edellytti matematiikan
symbolikielen sekd mahdollisesti luonnollisen kielen kéytto4. Tehtdvissd oli tarkoitus
ratkaista ongelma yhtilon avulla, joka oli oppilaspareille ennestdén tuttu tehtavatyyppi.

1. Ville poimi ditinsa kanssa mustikoita myyntiin. Ville kerdsi kolme kertaa enemman mustikoita
kuin Zitins&. Yhteenss he kerfisivat 8 litraa. Yksi litra mustikoita myytiin 4 euron litrahintaan.
Paljonko Ville sai rahaa kerd&mistdén mustikoista?

Kuva 4: Tehtivimonisteen ensimmainen tehtavi

Oppilasparien tehtdvén ratkaisusta tehtiin havaintoja, joista keskeisimmaét keréttiin alla
olevaan Taulukkoon 2.
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Taulukko 2: Ensimmaiisestii tehtivista tehdyt parikohtaiset havainnot

Tehtavi 1 A| B |C|D

Tehtdvananto luetaan ddneen X X X

Tehtdvénannosta tarkeiden sanojen huomioiminen | x

Matematiikan symbolikielen tuottamisessa
hankaluuksia
Oikea ratkaisu luonnollisella kielelld ilmaistuna X

Lihtotilanteesta muodostettu yhtilod X

Yhtalo ratkaistu oikein

R R

Oikea ratkaisu X

Vaara ratkaisu X

Tehtdvan ratkaisussa vastataan vadridén asiaan

Ei ratkaisua X

Yksikkotarkastelussa puutteita X X X X

Oppilasparit B ja E aloittivat tehtdvdn ratkaisun toisen parista lukemalla koko
tehtdvinannon déneen. Parin F oppilaat lukivat koko tehtdvdnannon déneen vuorotellen,
lukuun ottamatta ensimmaistd virkettd siten, ettd oppilas F2 luki litrahintaa kisittelevin
virkkeen ja oppilas F1 muut lauseet. Tehtdvin ratkaisua pohdittaessa parin F oppilaat
keskittyivit aluksi ratkaisemaan tehtdvad juurikin niiden tietojen avulla, jotka he olivat
lukeneet déneen tehtdvdnannosta. Parin A tydskentely oli hiljaista eikd oppilasparin
vilistd keskindistd keskustelua syntynyt alkuun lainkaan. Oppilas A1 kiinnitti huomiota
tiettythin kohtiin tehtdvdnannossa ja alleviivasi itsendisesti kohdat “kolme kertaa
enemmaédn”, 8 litraa” sekd 74 euron”. Parin C oppilaat lukivat tehtivinannon hiljaa
mielessddn juttelematta siitd lainkaan.

Taulukosta 2 ndhdéddn, ettd tehtdvin ratkaisussa oppilaspareilla A, C ja F ilmeni
hankaluuksia matematiikan symbolikielin kdytdssd. Parin A oppilaat kdvivdt hieman
keskustelua tehtdvin ratkaisuun liittyvistd ideoista paddtymaéttd kuitenkaan lopulliseen
tulokseen ja kirjoittamatta mitidén paperille. Parit C ja F ratkaisivat tehtdvan luonnollisella
kielelld tdysin oikein, mutta vastauksen kirjoittaminen matemaattisin merkinnoin aiheutti
ongelmia. Oppilas C1 piitteli 44neen tehtidvan ratkaisun ja vastauksen, mutta kumpikaan
parin C oppilaista ei osannut kirjoittaa ratkaisua paperille matematiikan symbolikielell.
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He paityivit kirjoittamaan tehtdvén vastauksen luonnollisella kielelld, mutta tehtivin
vélivaiheet ja laskut koostuivat vain merkinnistd 8:2”.

Parin F oppilaat lahestyivét tehtivin ratkaisua keskendén eri tavoin. Oppilas F2 keskittyi
mustikoiden litrahintaan ja sen kautta kaikkien mustikoiden kokonaismyyntihintaan.
Oppilas F1 opasti kuitenkin ensin ratkaisemaan Villen kerddmien mustikoiden méérén,
jonka jilkeen molemmat oppilaista alkoivat pohtia mahdollista ratkaisua. Parin F
luonnollisella kielelld kdyty tehtavén ratkaisun pééttely eteni seuraavanlaisesti:

F1: Kun se kerds kolme kertaa enemmdn kun se diti. Ja kaheksan on puoliks neljd.
Ja sitees jos... Kaheksan jaettuna neljdlld on kaks. Eli kerdsko se niinku 6 litraa
niitd mustikoita?

F2: Joo, ootas... No entds sitten vaan ihan kaheksan jaettuna kolmella? Eiku.
Voiks sen tehd silleen. Ei...

F1: No mietttddn ootas... Hmmm. Laitetaan ensin ettd kaheksan litraa (oppilas
kirjoittaa tehtdvdpaperille 8l) ja sitten jos se periaatteessa niinku se kerds kolme
kertaa enemmcdin kun se diti eli se diti kerds yhen osuuden siitd kaheksasta litrasta
ja se kerds kolme. Eli niinku jaetaanko se sitten neljdlld se kaheksan?

Oppilas F1 osasi siis paitelld luonnollisella kielelld Villen kerddmien mustikoiden
méérdn, mutta ratkaisun matemaattiset merkinnét jaivit vahaisiksi. Tehtévin kirjalliseksi
ratkaisuksi muodostuivat véddrin laskettu jakolasku 81/4=61" seké lopullinen mustikoista
saatu rahamiérd "6x4e=24e”. Viirin laskettu jakolasku oli suora kdénnds oppilaan F1
puheesta.

Oppilasparit, joilla ei ollut hankaluuksia matematiikan symbolikielen tuottamisessa
muodostivat ldhtdtilanteesta yhtdlon. Pari B muodosti kaksi yhtdlod, joista molemmat
olivat vdidrin. Kuvassa 5 on esitettynd parin B ratkaisu tehtdavaan yksi.
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Kuva 5: Oppilasparin B ratkaisu tehtavian yksi

Kuvan 5 oikeassa reunassa olevan ensimmdisen yhtdlon kohdalla oppilas B2 osasi
perustella oppilaan B1 laskuvaiheet ja ratkaisun védrdksi sijoittamalla tuloksen x = 7,5
alkuperdiseen yhtidloon 3x = 81. Tamén jilkeen pari péddtyi toiseen, Kuvan 5 vasemmassa
reunassa esitettyyn vadrin muodostettuun yhtdloon, jonka matemaattinen ratkaisu oli
vadrin. Kumpikaan parin B oppilaista ei tarkistanut saatua tulosta samalla tavoin, kuin
edellisen yhtélon kohdalla huomatakseen ratkaisun x = 5 virheellisyyden. Parit D ja E
muodostivat oikeanlaiset yhtdlot sekd ratkaisivat yhtdlot oikein. Pari E kirjoitti
matemaattisen ratkaisun lisdksi vélivaiheiden vastaukset ja ratkaisun luonnollisella
kielelld selkeyttddkseen tehtivin ratkaisua.

Nelja pareista pddtyivit tehtdvissd oikeaan ratkaisuun ja yksi pareista vddradn. Vadradn
ratkaisuun péddtyneen parin B kohdalla oppilaiden tydskentelyssi ei tullut ilmi, mité asiaa
he merkitsivit laskuissaan muuttujalla x. Oppilasparin ratkaistua tehtdvin kysyin tita
asiaa selvennykseksi. Oppilas B1 vastasi muuttujan x kuvanneen didin kerddmien
mustikoiden méérdd. Talloin kumpikaan oppilaista ei oivaltanut, ettd he olivat laskeneet
didin kerddmistd mustikoista saadun rahamééran eli vastanneet tehtivissa vadraén asiaan.
Parin A tydskentely ei edennyt tehtivin osalta, jolloin ohjasin heité siirtymédin tehtavissi
eteenpdin ajankdytollisten syitten takia. Tdmdn vuoksi pari A ei saanut ratkaisua
ensimmaéiseen tehtdvain.

Kaikki pareista B, D, E ja F muodostivat matemaattisia laskuja tehtdvén ratkaisuun ja
kaikilla heistd oli puutteita yksikkotarkastelussa. Yksikkovirhe tapahtui tehtdvédn
ratkaisun viimeisessd vaiheessa, jossa tuli selvittdd Villen saamat rahat kerddmistddn
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mustikoista. Virheet olivat mustikoiden méarén yksikon eli litrojen unohtaminen seké
litrahinnan virheellinen merkitseminen. Neljdn euron litrahintaa merkittiin ”4€” eika
74€/17.

4.2 Tehtiva 2. Yhtalosti sanalliseen ongelmaan

Toisessa tehtdvdssd oppilaiden tuli itse muodostaa annetulle yhtilolle tarina, joko
suullisesti tai kirjallisesti ja sen jdlkeen ratkaista yhtdlo. Tehtédva on esitetty Kuvassa 6.

2. Muodosta yhtélélle 4 + x + x = 10 suullisesti tai kirjallisesti tarina/tehtévinanto ja ratkaise
yhtilo.

Kuva 6: Tehtavamonisteen toinen tehtivi

Tehtdvan ratkaisu edellytti oppilailta matematiikan symbolikielen kéantdmista
luonnolliselle kielelle sekd symbolikielen kéyttod yhtdlonratkaisussa. Kyseinen
tehtévityyppi oli vihemmén oppikirjoissa esiintynyt ja ndin ollen vieraampi oppilaille.
Parikohtaiset havainnot kyseisesti tehtdvésti on esitetty Taulukossa 3.

Taulukko 3: Toisesta tehtiivisti tehdyt parikohtaiset havainnot

Tehtava 2 A B C D E F

Tehtdvanannon selittiminen omin sanoin X

Tehtdvananto luetaan d4neen X

Tarinan muodostaminen onnistui X

Tarina pyritddn muodostamaan yhtélonratkaisun
vélivaiheesta

Tarinaksi pohditaan jotain, mutta ei pdadyta
mihink&in

Yhtilo ratkaistaan aluksi paittelemalla

Yhtélonratkaisu oikein X X X X X

Parin A oppilaat lukivat tehtdvénannon aluksi itse, jonka jélkeen keskustelivat siitd.
Oppilas Al ei ensin ymmartinyt mitd tarinan keksiminen tarkoitti, jolloin oppilas A2
auttoi ja selitti tehtdvdnannon omin sanoin kéyttden tarinasta edellistd tehtdvia
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esimerkkind. Oppilasparit B, E ja F lukivat tehtdvéinannon daneen ennen kuin alkoivat
ratkaista tehtavaa.

Tarinan muodostaminen onnistui pareilta D, E ja F. Kaikki kolmesta parista muodostivat
kirjallisesti useamman lauseen mittaiset tarinat, joista parien D ja E tarinat olivat
tarvittavan tdsmaéllisid. Kyseisten tarinoiden avulla oli mahdollista muodostaa annettu
yhtalo ja tarinoissa oli selvdsti ilmaistu kysymys, johon tuli saada vastaus. Parin D
muodostaessa tarinaa oppilas D2 kiinnitti erityistd huomiota tarinan tdsmaéllisyyteen
lisddmalla sanan “kaikkien” osaksi tarinaa. Parin D lopullinen tarina oli seuraavanlainen:

Jos Pertti on 4-vuotias, niin kuinka vanhoja ovat kaksospojat Jakke ja Pete, kun
heiddn kaikkien yhteenlaskettu ikd on 10 (pari D)

Parin E oppilaat muodostivat annetusta yhtdlostd sujuvasti seuraavanlaisen tarinan:

Anni, Onni ja Oona kerdsivit omenoita. Anni kerdsi 4 omenaa, Onni ja Oona
kerdsivdt kummatkin x mddrdn omenoita ja he saivat yhteensd kymmenen
omenaa. Selvitd Onnin ja Oonan omenoiden mddrdt (pari E)

Parin F oppilas F1 ei aluksi ymmértédnyt millainen tarinan tulisi olla, jolloin oppilas F2
vertasi pyydettyd tarinaa aiemmin oppitunneilla olleisiin ongelmanratkaisu tehtdviin.
Oppilas F2 muisteli, ettd tarinassa tulisi kdyttda yhtilossd esiintyneitd lukuarvoja neljd ja
kymmenen. Téamin jidlkeen molemmat oppilaista yrittivit muodostaa tarinaa, jonka
lahtokohtana oli laskutoimitus 710-4”. Lopulta oppilas F1 muodosti kirjallisesti
seuraavanlaisen tarinan oppilaan F2 luonnollisella kielelld ilmaistusta tarinasta:

Y:lld on 10 omenaa se syo 4 jakaa loput a:lle ja b:lle (pari F)

Parin F lopullinen tarina vaikutti olevan yhtédlonratkaisun vélivaiheesta. Luonnollisella
kielelld muodostettu tarina sisélsi lisdksi kysymyksen ”Paljon ne saa?”, viitaten a:n ja
b:n saamien omenoiden lukuméairdédn. Kirjallisesta tarinasta edelld mainittu kysymys jai
uupumaan, jolloin tarina jai keskeneraiseksi.

Molemmat pareista A ja B ymmadrsivit mitd tehtdvinannossa haettiin, mutta eivit
onnistuneet muodostamaan varsinaista tarinaa. Oppilas A1 ehdotti tarinaksi ”Ratkaise x”,
johon kumpikaan oppilaista ei perehtynyt enempdd. Pari A péityi valitsemaan tarinan
aitheeksi mustikat, jonka jilkeen tarinan keksiminen ei endd edennyt. Parin B oppilas B2
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alkoi muodostamaan tarinaa oppilaiden lukuméiiristd. Parin B kdymi keskustelu eteni
seuraavanlaisesti:

B2: Jos luokassa on nelji henkee ja sit sinne tulee vaikka kaks kertaa niin paljon
nyt ihmisid, kun tdlld hetkelld joka olis eli 8 mut, mutta sit me, me siitd pitdd
miinustaa vield puolet silleen niinku alkuperdisestd luvusta joka on neljd.

B1: Siit tulee kaks.

Oppilas B2 koitti muodostaa tarinaa siten, ettd hédn laski yhtélossé esiintyneet muuttujat
yhteen, jonka jdlkeen termi ”2x” esiintyi luonnollisella kielelld sanoina kaksi kertaa niin
paljon”. Tamé toistui useamman kerran keskustelun aikana. Oppilas B1 paityi
ratkaisemaan yhtdlon, jonka jélkeen hén ehdotti toteavasti tarinaksi ”Jos sinne tulee kolme
poikaa ja kolme tytt6o” osoittaen alkuperdistd yhtdlod. Lopputuloksena pari B siirtyi
seuraavaan tehtdvéin lopullisen tarinan jaddessé epaselvisi. Pari C ratkaisi yhtdlon, mutta
ei kiinnittdnyt huomiota koko tehtdvinantoon, jolloin tarinan keksiminen jii kokonaan
tekematta.

Oppilasparit ldhestyivét tehtdvin ratkaisua eri tavoin. Parit C ja D aloittivat tehtdvéin
ratkaisun ratkaisemalla ensiksi annetun yhtélon. Parin C oppilas C1 ratkaisi yhtilon
ensiksi luonnollisella kielelld pééttelemélld ennen kuin Kkirjoitti ratkaisuvaiheet
vastauspaperille. Parin D ratkaistua yhtdlon he muodostivat sujuvasti tehtdvinannossa
pyydetyn tarinan. Oppilaspari E ratkaisi tehtdvin pdinvastoin kuin pari D muodostaen
ensiksi pyydetyn tarinan ja sen jdlkeen ratkaisten yhtdlon. Parit B ja F miettivat aluksi
pyydettyd tarinaa, jonka jidlkeen he ratkaisivat yhtdlon. Parin F ratkaistaessa yhtdlod
oppilas F1 paitteli ddaneen yhtdlon vastauksen. Oppilaalla F2 oli kuitenkin tarve ndhda
yhtdlonratkaisun vaiheet paperilla ymmaértadkseen mistd oppilaan F1 pééttelemi vastaus
muodostui. Pari B péétteli myos ensiksi yhtdlon vastauksen ennen kuin kirjoitti
yhtilonratkaisun vastauspaperille. Lopuksi parit B ja F palasivat uudelleen hetkeksi
miettimddn pyydettya tarinaa.
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4.3 Tehtiva 3. Kuvan tulkinta epiyhtaloksi
Kolmas tehtdva kasitteli epayhtéloita. Tehtdava on esitetty Kuvassa 7.

3. Kirjoita kuvan esittdma tilanne ep&yhtalona ja ratkaise se.

Kuva 7: Tehtivamonisteen kolmas tehtiva

Tehtdvissd oli tarkoituksena tulkita matematiikan kuviokielelld esitettyd taljaa ja sen
perusteella muodostaa matematiikan symbolikielelld kuvaa vastaava epayhtilo sekd
ratkaista se. Parikohtaiset havainnot on esitetty Taulukossa 4.

Taulukko 4: Kolmannesta tehtivisti tehdyt parikohtaiset havainnot

Tehtivi 3 A| B | C|D|E

Tehtdvananto luetaan ddneen X

Taljan vertaaminen oppikirjoissa oleviin
vaakoihin
Sanallinen selitys kuvassa olevalle taljalle

Oikeanlaisen epdyhtdlon muodostaminen X X X

Epéayhtilon ratkaiseminen sujuvaa

Epéayhtdlon ratkaiseminen epdvarmaa X X X

Epéyhtdlomerkin kdyttd epdvarmaa X

Yhtélon muodostaminen epéayhtilon sijaan X

Oikea ratkaisu X X X X

Vaira ratkaisu X

Yksikkotarkastelussa puutteita X X X X

Aika loppui kesken X
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Tehtdvad lukiessa parit B, D ja F vertasivat kuvassa olevaa taljaa oppikirjojen
epayhtilotehtivisséd esiintyneisiin vaakoihin. Oppilasparit muistelivat, kuinka he olivat
ratkaisseet vaaka -tehtévit ja sovelsivat samaa tapaa nykyiseen talja- tehtdviin. Parin B
oppilaat hahmottelivat taljan kuvan péille vastaavanlaisen kuvan vaa’an avulla.

Parien B, C, E ja F oppilaat osoittivat ymmartévinsd, millaista tilannetta tehtdvinannossa
ollut talja esitti. Heiddn luonnollisella kielelld kaydyistd keskusteluista tuli ilmi, ettd he
ymmarsivdt taljan vasemman puolen olevan painavampi kuin oikean puolen.
Esimerkkeind oppilaiden F1 ja C1 luonnollisella kielelld kdydyt pohdinnat:

F1: "Eikun mikd tuo voi, mikd tuo voi niinku, mikd tuon x:n pitdd olla (oppilas
osoittaa taljan vasenta puolta) ettd se on painavampi, kun ndmd (oppilas osoittaa
taljan oikeaa puolta)?”

Oppilaan F1 selityksesté parilleen kévi ilmi, ettd hdn ymmaérsi taljan vasemman puolen
olevan painavampi. Oppilaan C1 pohdinta oli seuraavanlainen:

Cl: "Tossa on 20 grammaa (oppilas osoittaa taljan oikeaa puolta). Tossa on 17
(oppilas osoittaa taljan vasenta puolta). Eli se tarttee kolme tai enemmidn
grammaa, ettd se olis... Tai niinku, enemmdn kun kolme grammaa et se ois
painavampi (oppilas osoittaa samalla taljan vasenta puolta).”

Oppilaan C1 kuvaillessa tehtdvdnannossa olevaa talja- kuvaa hin péitteli samalla
tehtdavin ratkaisun déneen.

Kaikki oppilasparit, lukuun ottamatta paria D, muodostivat kuvasta oikeanlaisen
epayhtdlon. Osalla pareista esiintyi hankaluuksia epdyhtdlon ratkaisemisessa ja osalla
epayhtdlomerkin kiytossd. Pareille A ja C epdyhtdlon ratkaisun vélivaiheet, termien
stirtely sekd yhteen- ja vihennyslaskut eivét tuottaneet ongelmia. Parien B, E ja F toinen
oppilaista ei muistanut kunnolla, kuinka epdyhtdlod tulisi ratkaista. Parin B kohdalla
oppilas B2 ratkaisi epayhtdlon oppilaan B1 seuratessa epdillen vierestd. Parin E oppilas
E1 sekoitti epayhtdlon ratkaisemisen aiemmin oppitunneilla kiytyihin suhde- laskuihin
ja ehdotti jakolaskun kirjoittamista. Parin F oppilaat paittelivét vastauksen oikein, mutta
oppilas F2 epdroi yhtidlonratkaisun vélivaiheiden kirjoittamisessa.

Epédyhtdlomerkin kdytossd hankaluuksia tuottivat merkin suunta sekd merkintédtapa. Parin
C oppilas C1 muodosti Kuvan 8 mukaisen ratkaisun.
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Kuva 8: Oppilasparin C ratkaisu tehtiviin kolme

Kuvasta 8 huomataan, ettd oppilas C1 osasi merkiti aluksi vastauksen oikein. Epayhtilon
ratkaisemisen vélivaiheissa epdyhtdlomerkin kayttd oli kuitenkin epdjohdonmukaista.
Oppilas C2 huomautti tehtdvdn ratkaisun jdlkeen merkintitavasta ”x => 3”, jonka
oppilas C1 perusteli luonnollisella kielelld lukien vastauksen &ineen: Niin niin, x on
suurempi, toithan on suurempi kuin merkki”, huomaamatta merkintdvirhettd. Parin E
oppilaat olivat epdvarmoja epayhtdlomerkin suunnasta. Oppilas E1 muisti oppitunneilta
tutun muistisddnnoén “nokka auki suurempaan”, mutta oppilaan E2 ollessa tietimaton
asiasta oppilas E1 tuli epdvarmaksi omasta ehdotuksestaan. Parin E kohdalla ohjasin
oppilaat seuraavaan tehtdviin ajan loppumisen vuoksi, joten tehtévén ratkaisu jai kesken.

Pari D muodosti epdyhtilon sijaan yhtdlon ja ratkaisi sen oikein. Vastaus oli kuitenkin
védrin epdyhtidlomerkin puuttuessa. Oppilaat eivit kiyneet keskustelua tehtdvinannossa
olleesta kuvasta tehtidvaa ratkaistessa, jonka vuoksi parin ratkaistua tehtévin pyysin heitd
sanomaan vastauksen luonnollisella kielelld ddneen. Oppilaan D2 sanottua vastauksen
ddneen, hin oivalsi vastauksen olevan védrin ja korjasi ratkaisua suullisesti
seuraavanlaisesti:

D2: " X on kolme grammaa. Eikun... Mut sen pittdd olla, tihdn pittdd laittaa se

x on suurempi, kun kolme grammaa. Tai voihan se olla tuo kolmekin.”

Oppilas D1 my®étdili korjattua vastausta ja pari padtyi korjaamaan ratkaisun suullisesti
muotoon “x on vdhintddn kolme grammaa”. Vastaus jai kuitenkin yhd virheelliseksi
oppilaiden ajatellessa, ettdi x voisi olla myds kolme grammaa, jolloin talja olisi
tasapainossa. Pari ei korjannut kirjoitettua vastausta symbolisella kielella.
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Parin F oppilaat eivit ratkaisseet tehtdvépaperin tehtdvid kronologisessa jarjestyksessa.
Tehtdvan kolme luettuaan he padttivit ratkaista neljannen tehtdvin, koska eivit
muistaneet mitd epdyhtdlo tarkoitti. Neljdnnen tehtdvin ratkaistuaan pari F palasi
kolmannen tehtévin pariin lukien tehtdvinannon &éneen.

Kaikilla oppilaspareilla, jotka padtyivit oikeaan ratkaisuun, puuttui vastauksesta yksikko.
Parin B oppilaat jattivit tarkoituksella ratkaisun vélivaiheista yksikot pois muistamatta
kuitenkaan lisdtd yksikkod vastaukseen. Parin C mainitsi luonnollisella kielelld
vastauksessa olevan yksikon, mutta kirjallisesta tuotoksesta se jdi uupumaan.

4.4 Tehtiva 4. Yhtilonratkaisun vaiheet jiarjestykseen

Neljénnessa tehtdvissé oppilasparien tuli laittaa ennalta annetut yhtélonratkaisun vaiheet
oikeaan jdrjestykseen seki perustella vaiheet. Tehtdva on esitetty Kuvassa 9.

4. Laita seuraavat yhtalonratkaisun vaiheet Laskuvaihe
A xt s
oikeaan jarjestykseen ja perustele/kuvaa kukin 12- T 123 — 12 3 +12 '3
vaihe asianmukaisia kisitteitd kdyttden alempaan B Iz = 42
taulukkoon.
C bx —36=4x16
D 2x x 1
Pl e L
4 3 2
E 6x—4x =06+ 36
F x=21
Jarjestys
(kirjain) Perustelu

Kuva 9: Tehtavimonisteen neljis tehtivi
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Tehtdvéan ratkaisu edellytti oppilailta matematiikan symbolikielen ymmartdmistd ja sen
perustelua kirjallisesti luonnollisella kielelld. Kyseinen tehtdavétyyppi oli ennalta
tuntematon oppilaille ja sen rakenne perustui Joutsenlahden (2009) esittiméin
“kertomus”-malliin. Parikohtaiset havainnot on esitetty alla olevassa Taulukossa 5.

Taulukko 5: Neljinnesti tehtiiviisti tehdyt parikohtaiset havainnot

Tehtivi 4 A | B C | D E
Tehtdvananto luetaan ddneen X X X
Tehtdvanannon selittiminen omin sanoin X
Vaiheiden jérjestelyssd edetddn lopusta alkuun X X X X X
Vaiheet oikeassa jirjestyksessd X X X
Vaiheet vddrissa jarjestyksessd X X X
Perusteluissa tarvittavat kasitteet hallussa X
Perusteluissa tarvittavia késitteitd ei muisteta, « <
mutta ne selitetddn omin sanoin
Yhtilonratkaisun vaiheiden perusteleminen

e .. ot v X X X X X X
yksittdisten termien- ja yhtdlon ulkonddn avulla
Yhtélonratkaisun vaiheiden perusteluissa ei edeta

L X X X X X X

kronologisesti

Parit B, E ja F aloittivat tehtdvén ratkaisun lukemalla tehtdvinannon daneen. Parien A ja
E oppilaat pédatyivat selittimédén tehtdvinannon parilleen omin sanoin selventden miti
vaiheiden oikeaan jdrjestykseen laittaminen tarkoitti. Oppilasparit aloittivat
yhtdlonratkaisun vaiheiden jarjestelyn joko etsimélld 1dhtotilannetta kuvaavan yhtélon tai
16ytdmalld viimeisen vaiheen eli yhtdlon ratkaisun. Jokainen pari péétyi jossain vaiheessa
etenemidin vaiheiden jérjestelyssd ensimmdiisestd laskuvaiheesta kohti viimeistad
laskuvaihetta seké lopusta alkuun, eli edeten viimeisestd vaiheesta sitd edelliseen ja niin
edespdin.

Oppilasparit B, D ja E laittoivat yhtdlonratkaisun vaiheet oikeaan jérjestykseen, joka oli
D-A-C-E-B-F. Loput pareista laittoivat vaiheet vadrddn jarjestykseen siten, ettd kaikilla
pareilla ensimmaiset vaiheet D ja A olivat vdirin pdin muiden vaiheiden ollessa oikeassa
jérjestyksessd. Pari A muodosti aluksi védrdn jirjestyksen A-C-E-D-B-F, jonka he
padtyivit vaihtamaan toiseen védrddn jirjestykseen, jossa ensimmdiset vaiheet olivat
védrin péin.
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Tehtdvinannon mukaan yhtilonratkaisun vaiheiden jérjestys tuli perustella asianmukaisia
kisitteitd kdyttden. Perusteluissa tarvittavat kdsitteet olivat pienin yhteinen jaettava eli
pyj, sieventdminen, termien siirtdminen, yhteen- ja vdhennyslaskut sekd jakaminen.
Kaikki pareista ilmaisivat joko luonnollisella kielelld kédydyissd keskusteluissa tai
kirjallisissa perusteluissa yhteen- ja vihennyslaskut seké jakamisen. Pari D oli ainut, joka
muisti kdsitteet pienin yhteinen jaettava sekd termien siirtdminen. Parien B ja E
luonnollisella kielelld kaydyistd keskusteluista tuli ilmi, etteivdit he muistaneet
tasmallisesti késitettd pienin yhteinen jaettava, jolloin he pédétyivit selittdméén sen omin
sanoin. Parin B keskustelu eteni seuraavasti:

B2:” Jos se kato tdssd on niinku 4,3,2 (oppilas osoittaa laskuvaiheen D
murtolukujen nimittdjid) ja sitten miten ne voi kertoo kaikki et niistd tulee niin
kun..."

B1: "Saman verran (oppilas osoittaa laskuvaiheen A termien kertoimia, lukua
12)."

B2: "Niin seon 12."

Parin B oppilaat siis ymmaérsivat mitd laskuvaiheessa D:std A:han oli tehty, mutta he eivit
muistaneet tarvittavaa késitettd. Oppilas B2 selitti kdsitteen pienin yhteinen jaettava omin
sanoin, mitd oppilas B1 tdydensi. Lopulta parin B kirjalliset perustelut kyseiseen kohtaan
olivat ”Murtoluvut kerrotaan.”

Parin E oppilaat perustelivat jirjestyksen vaiheesta D vaiheeseen A luonnollisella
kielelld, koska he eivét ehtineet kirjoittaa perusteluja ajan loppumisen vuoksi. Parin E
oppilaat muodostivat seuraavanlaisen selityksen:

E1: ”Sitd pienintd, pienintd sitd, mut siis sitd pienintd mikd se on se, tdssd
haetaanks sitd... Sitd, mie en muista sen nimmee, pienintd sitd jotanki, kun onko

’

se...
E2: "Pienintd jakajaa... tai kuitenkin jotain, jotain semmosta.”

E1: 7Sitd, niin sitten sen takii tuohon ois jo tullu tuo (oppilas osoittaa
laskuvaiheen A termien kertoimia, lukua 12) ... 12. Ettd, kun tdssd haetaan sitd,

’

niin sen takia.’

Parin keskusteluista tuli ilmi, ettd he muistelivat kisitettd pienin yhteinen jaettava ja
ymmaérsivit sen olevan laskuvaiheen A termien kertoimena. Vaikka parien omin sanoin
muodostetut  selityksen eivdt olleen tdysin korrekteja, oppilaat pystyivit
kommunikoimaan ja ymmarsivit toistensa tulkinnat.

32



Oppilasparit keskustelivat vaiheiden jérjestyksestd samalla perustellen ehdotuksiaan
luonnollisella kielelld. Osalle pareista perustelujen kirjoittaminen osoittautui haastavaksi
ja parin A kohdalla paddyin ohjaamaan heité kirjoittamaan rohkeasti samoja asioita, joita
olivat juuri sanoneet ddneen.

Jokainen oppilaspari perusteli yhtidlonratkaisun vaiheita yhtdloissd esiintyneiden
yksittdisten termien tai yhtéldiden ulkondkdjen perusteella. Esimerkkind parit A ja E
perustelivat vaiheet A:sta C:hen yksittdisen termin avulla parin A kirjoittaen “siindg on 36,
Jjoka tulee 12%*3” sekd parin C sanoen ”Koska 12 kertaa yksi kahdesosaa on kuus”.

Yhtiloiden ulkonddissé parit kiinnittivét eniten huomiota laskuvaiheisiin A ja D. Vaihe
A oli pisin yhtdlo ja molemmat vaiheet A ja D sisélsivit murtolukuja. Parit C ja D sekd
parin E oppilas E1 perustelivat laskuvaiheen A olevan ensimmainen, koska se oli pisin
kaikista. Tamén jilkeen pari D kuitenkin korjasi jérjestystd ja perusteluja huomaten
laskuvaiheen D olevan ensimméinen. Parin E oppilas E2 oli ainut, joka pohti
laskuvaiheen A olevan pisin ja monimutkaisin siksi, koska se voisi olla yhtélonratkaisun
vélivaihe. Pari F sekd parin B oppilas B1 perustelivat vaiheen D tulevan vaiheen A
jélkeen, koska se sisélsi yhi jakolaskuja.

Laskuvaiheiden jdrjestystd perustellessa oppilasparit eivdt edenneet kronologisesti
ensimmaisesti laskuvaiheesta viimeiseen. Perusteluihin oli tarkoitus kirjoittaa syy, minka
vuoksi kyseinen vélivaihe tuli tiettyyn kohtaan eli miten vilivaiheissa edettiin. Kuvassa
10 on esitetty parin D ratkaisu, joka toimii esimerkkind kyseisesti tilanteesta.

& rjiestys .
(kirjain)

D | Sink o vidR  kertoma omas ,q_,'m;m:;ﬁ%f%
/}.l 4&@15&{67’1’7 /] }ﬂ.r'ﬂr:\:;';z’}'} /)}’/: 071 laiHtha é(v/{ 70 M
é _ ;)'l_ti{m(ff,,;{' i _r‘.-.f:(‘, v’f@-!(ij £ f-;,( :‘:{if‘“ |
E |Termir on siaety o okealle, Fuololle
i Km 5Cn _{/Pf‘t'éfm , fﬁd{,:\, “fl--l_ii-aééésf a{'\

- | Siina, ratkaisn  valtmera

Perustelu

Kuva 10: Oppilaspari D:n neljinnen tehtivian ratkaisu
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Pari D perusteli Kuvan 10 mukaan siirtymén vaiheesta D vaiheeseen A oikein, mutta
siirtymdd vaiheesta A vaiheeseen C ei perusteltu. Vaiheen C perustelut liittyivit
seuraavaan vaiheeseen E eli termien siirtimiseen. Talloin se, kuinka vaiheesta A
paadyttiin vaiheeseen C, eli sieventdminen jii perustelematta. Samanlainen aukko
perusteluissa oli vaiheiden E ja B vililld eli vaiheen B perustelut liittyivdt viimeiseen
vaiheeseen F. Kaikkien oppilasparien perusteluissa riippumatta jérjestyksen
oikeellisuudesta oli vastaavanlaisia puutteita samoissa kohdissa.
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LukuV

Pohdinta

5.1 Yhteenveto tuloksista

Tutkimukseen osallistuneilta oppilailta pyydettiin arviota matemaattisesta osaamisestaan.
Arviointien perusteella voidaan todeta, ettd tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden
matemaattinen osaaminen oli keskinkertaista tai sitd parempaa. Tutkimukseen ei
osallistunut yhtddn selvisti heikosti matematiikkaa osaavaa oppilasta. Oppilasparien
vélille syntyi tutkimuksen kannalta mielekédstd dialogia, jonka aikana oppilasparit
paisivit esittimédn tulkintojaan tehtivistd. Pienehkdn otannan vuoksi tuloksia ei voida
suoraan yleistda.

Ensimmadisen tehtdvin osalta oppilailla havaittiin olevan hankaluuksia matematiikan
symbolikielen tuottamisessa. Osa pareista ratkaisi tehtdvin luonnollisen kielen avulla,
mutta ratkaisun kuvaaminen paperille matemaattisin merkinndin osoittautui haastavaksi.
Toiset oppilaspareista muodostivat ratkaisumallin mukaisesti tehtdvipaperille
lahtotilanteesta yhtdlon. Oppilaiden yhtdlonratkaisutaidoissa havaittiin eroavaisuuksia
yhden oppilasparin ratkaistessa muodostamansa yhtdlon védérin. Tehtdvin vastauksia
tarkastellessa oppilasparit, jotka ilmaisivat jossain vaiheessa ratkaisua, mitd merkitsivit
muuttujalla x, padtyivit tehtivissd oikeaan vastaukseen. Oppilaspari, joka ei tismentényt
muuttujan X kuvausta ratkaisun aikana, pdityi vastaamaan tehtdvissid vddrdén asiaan.
Oppilaiden ratkaisuissa oli huomattavissa puutteita yksikkotarkastelussa. Yksikddn
oppilaspareista ei osannut kéintdd luonnollisella kielelld kirjoitettua litrahinnan
médritelmadd matemaattiseksi merkinnaksi.
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Tehtdvien suunnittelussa ensimmaéisen tehtévin tehtdvdnantoon pdityi matemaattisesti
epaselvd ilmaisu “kolme kertaa enemmin”, jonka tarkoituksena oli ilmaista
kolminkertaista mé&édrdd. Virheestd huolimatta oppilaat ymmaérsivdt tehtdvanannon
oletetusti alkuperdisen tarkoituksen mukaisesti. Virheellinen ilmaisu ei siis vaikuttanut
saatuihin tutkimustuloksiin.

Toisessa tehtdavissa kaikki oppilasparit, jotka pohtivat tarinaa, ymmarsivét, ettd tarina tuli
muodostaa hyddyntéen yhtdlosséd olevia lukuja sekd muuttujaa x. Puolet oppilaspareista
onnistui muodostamaan kirjallisesti luonnollisella kielelld tarinan tehtéivissa annetulle
symbolisella kielelld esitetylle yhtdlolle. Yksi tarinoista jdi kirjalliselta tuotokseltaan
keskenerdiseksi, mutta kyseisen oppilasparin keskustelusta havaittiin lopullista tarinaa
tdydentivd  kysymys. Oppilasparien vililldi  todettiin  vaihtelua valittujen
ongelmanratkaisustrategioiden osalta. Osa pareista ratkaisi ensiksi yhtdlon, jonka jalkeen
pyrkivit muodostamaan pyydetyn tarinan yhtdlostd saadun ratkaisun avulla. Toiset
lahestyivit tehtdvinantoa muodostaen ensiksi pyydetyn tarinan ja sen jélkeen ratkaisten
yhtdlon. Jokainen oppilaspareista osasi ratkaista tehtdvissd annetun yhtdlon oikein
matematiikan symbolikielelld.

Kolmannessa tehtidvassi havaittiin oppilasparien etsivin yhtéldisyyksid tehtdvanannossa
esitetyn taljan ja oppikirjoissa epédyhtédlotehtdvissd esiintyvien vaaka- kuvien vililla.
Oppilasparit muistelivat  oppikirjoissa  esiintyvien vastaavanlaisten tehtdvien
ratkaisumalleja ja sovelsivat niitd tehtdvian ratkaisussa. Oppilasparit, jotka tulkitsivat
tehtdvdnannossa olevaa matematiikan kuviokielelld esitettyd taljaa luonnollisen kielen
avulla, osoittivat ymmartidvéansd kuvassa olevan tilanteen ja paityivét tehtdvassa oikeaan
vastaukseen. Kyseisilld oppilaspareilla esiintyi puutteita yksikkotarkastelussa etenkin
vastauksen osalta. Tehtidvéssd tarvittava matematiikan symbolikielen hallinnassa
havaittiin eroavaisuuksia oppilasparien vililld. Osalle pareista hankaluuksia tuottivat
epayhtdlon ratkaisun mekaaniset vilivaiheet, jonka lisdksi epdyhtdlomerkin kaytto ja sen
tulkitseminen luonnollisella kielelld osoittautuivat oppilaille haastaviksi.

Neljannessa tehtivdssd jokaisen oppilasparin hyddyntdmé ongelmanratkaisustrategia oli
laskuvaiheissa eteneminen lopputilanteesta alkutilanteeseen. Oppilasparit, jotka
onnistuivat laittamaan yhtélon ratkaisun laskuvaiheet oikeaan jérjestykseen, hallitsivat
my0s suurimman osan perusteluissa tarvittavista asianmukaisista matemaattisista
kisitteistd tai saivat selitettyd ne omin sanoin tarpeeksi ymmarrettdvasti. Tdmén lisdksi
kaikkien parien osalta perusteluissa kdytettiin hyviksi yhtdlon ulkondkod, eli yhtilossa
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esiintyvid yksittdisid termejd tai niiden lukumé&érdd sekd yksittdisid lukuja. Jokaisen
oppilasparin osalta havaittiin myos epdjohdonmukaisuutta laskuvaiheidenvaiheiden
perusteluissa, jolloin jokaiselle siirtyméille vaiheesta seuraavaan ei muodostunut selitysta.

5.2 Tutkimuskysymyksiin vastaaminen

Miten oppilasparien matemaattinen ajattelu ilmenee matemaattisen tiedon
nikokulmasta tehtivia ratkaistaessa?

Ensimmadinen tutkimuskysymys kisitteli oppilasparien matemaattisen ajattelun
ilmentymistd kielentdmisen nédkokulmasta eli matemaattisen tiedon prosessointia.
Matemaattisen tiedon katsotaan koostuvan konseptuaalisesta, proseduraalisesta ja
strategisesta tiedosta. Oppilasparien vilisestd keskustelusta havaittiin, kuinka oppilaat
ymmarsivit annetun tehtdvin ja kuinka he perustelivat ratkaisumalejaan parilleen.
Oppilaiden tulkinnat ja niiden laajuus kertoivat oppilaiden kyvystd ymmartda
tehtdvédnanto ja hyddyntii tietoverkkojaan tehtdvien ratkaisemiseen.

Joutsenlahden (2009, 2010) esittdmien kirjallisen kielentdmisen mallien avulla opettajilla
voisi olla mahdollisuus saada parempi kisitys myds oppilaiden konseptuaalisesta
tiedosta. Tutkimuksen tehtdvit suunniteltiin hyddyntden kyseisid malleja ja etenkin
neljdnnessd tehtdvissd oppilaiden perustellessa matemaattiset vaiheet asianmukaisin
késittein oppilaiden tuli perustella matemaattiset proseduurit ja ndin ollen tietoisesti
ymmartdd mitd kussakin vilivaiheessa tehtiin. Tuloksista oli ndhtivissd, ketkd oppilaista
ymmarsivit miksi ja milld perustein tiettyjd matemaattisia operaatioita voitiin suorittaa.

Tutkimuksessa oppilasparien kdyttdmét matemaattiset menetelmit ja sddnnot liittyivét
yhtdlonratkaisussa tarvittaviin  proseduureihin. Joutsenlahden (2005) mukaan
proseduraalisen tiedon linkittyessd konseptuaaliseen tietoon proseduurien kaytto
helpottuu ja esimerkiksi matemaattiset symbolit saavat ymmarrettivan merkityksen.
Tuloksista havaittiin, etti osa oppilaista osasi hyOddyntdd tarvittavia proseduureja
joustavasti sekd tarkoituksenmukaisesti, mutta toisilla oppilaista oli hankaluuksia
matemaattisissa sddnnonmukaisuuksissa sekd matemaattisten symbolien kaytossa.
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa vuosiluokkien 7-9 matematiikan
opetuksen yhtend tavoitteena on juurikin syventdd matemaattisten kisitteiden
ymmarrystd sekd luoda késitteiden vilisid yhteyksid (Opetushallitus, 2016). Opettajan
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rooli olisikin kiinnittdd huomiota linkittimddn matemaattiset menetelmit ja sdannot
osaksi oppilaiden laajempaa tietoverkkoa.

Oppilaiden strateginen kyvykkyys havaittiin oppilaiden kyvyissd ymmaértaa seké laatia
suunnitelma ja ratkaista ongelmanratkaisutehtdvd. Oppilaat hyddynsivit tehtidvien
ratkaisuissa perinteisid matematiikan ongelmanratkaisuun liittyvid strategioita, kuten
yleisten matemaattisten sddntdjen kayttdmistd. Kolmannessa tehtdvéssd oppilaat
rinnastivat tehtdvinannossa olleen taljan aiemmista kokemuksista tuttuihin oppitunneilla
esiintyneisiin vaaka -tehtdviin. Neljdnnessd tehtdvissd oppilaat oivalsivat ldhestyd
tehtédvin ratkaisua edeten yhtdlonratkaisun vaiheissa lopusta alkuun. Tdmid oli yksi
oppilaiden ennalta opituista strategiakeinoista aiemmilta matematiikan oppitunneilta.
Oppilaat  hyotyivdat selvédsti  opitusta  ongelmanratkaisustrategiasta.  Erilaisia
ongelmanratkaisustrategioita voidaankin opetella oppitunneilla esimerkkitehtédvien
avulla, jonka jédlkeen oppilaiden on helpompi soveltaa opittua strategiaa uuteen
ongelmatehtivain.

Kuinka oppilasparit kiyttivit luonnollista kielti, matematiikan symbolikielti ja
kuviokielti tehtivii ratkaistessa?

Toinen tutkimuskysymys liittyi matemaattisen ajattelun ilmaisemiseen Joutsenlahden ja
Kuljun (2010) esittdiméddn kolmen kielen mallin mukaisesti. Oppilasparien vélistd
keskustelua tarkastelemalla saatiin seurattua oppilaiden ajatusprosesseja ja tuloksista
huomattiin suullisen kielentimisen merkityksellisyys osana tehtdvien ratkaisua. Oppilaita
rohkaistiin ajattelemaan ddneen, jolloin molemmat parin oppilaista hyotyivét toistensa
pohdinnoista. Oppilas, joka ajatteli &ddneen, joutui jdsentelemddn matemaattista
ajatteluaan ja pukemaan ajatustensa keskeiset piirteet toiselle ymmairrettivaan
merkitykselliseen muotoon. Samalla toinen oppilas vertasi kuulemaansa omaan kisitteen
sisdltoonsd ja mahdollisesti muokkasi joko omaa tai toisen oppilaan ajatusmalliaan
kyseisestd késitteestd. Téllainen pari- ja ryhmityoskentely tuki oppilaiden oppimista ja
matemaattisen ajattelun kehittymista.

Yhtend matematiikan opetuksen tavoitteista onkin oppilaiden yhteistoiminnallinen
tyoskentely. Sen tavoitteena on tulkita ja ratkaista ongelmia sekd kehittdd oppilaiden
yhteisty0- ja vuorovaikutustaitoja. (Opetushallitus, 2016) Suullisen kielentdmisen
haittana oppilaiden vélisissd keskusteluissa voivat olla véérdt tulkinnat, jolloin
kumpikaan dialogiin osallistuneista oppilaista ei huomaa muodostuneen mallin

38



virheellisyyttd. Mikéli opettaja ei péddse korjaamaan tulkintoja, oppilaiden luoma
virheellinen malli voi jdddd kayttoon. Nidin ollen opettajalta vaaditaan aktiivista
osallistumista ja kuuntelua oppilaiden vélilld kdymiin keskusteluihin.

Oppilaiden luonnollisella kielelld kdydyistd keskusteluista hyotyy oppilaiden lisdksi
myo0s opettaja, jonka yhtend tehtdvd on arvioida oppilaan osaamista ja ohjata héntd
kehittimain matemaattista osaamistaan. Tutkimuksessa havaittiin oppilaiden ratkaisevan
tehtéva tai tdydentdvén tehtdvin vastauksia suullisesti, kuitenkaan kirjoittamatta néité
tehtévipaperille ylos.

Tuloksissa havaittiin my6s hankaluuksia luonnollisen kielen kadéntdmisessd matematiikan
symbolikielelle. Symbolikielen hallinnassa havaittiin eroavaisuuksia oppilasparien
vélillda. Osalle pareista matemaattisten merkintdjen, kuten yhtdsuuruus- ja
epayhtdlomerkin kaytto oli sujuvaa. Osalle oppilaista symbolien oikeaoppinen merkinti
tuotti hankaluuksia. Etenkin yksikkotarkastelun osalta symbolikielen hallinnassa
havaittiin parannettavaa jokaisella oppilasparilla.

Matematiikan tyOtapoihin liittyen perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa
rohkaistaan oppilaita hyddyntdmaién piirroksia ja vélineitd osana matematiikan opiskelua
(Opetushallitus, 2016). Kuviokielen osalta tutkimuksessa havaittiin, ettd vain yksi
oppilaspari kaytti piirtdmistd hyodyksi osana yhden tehtdvin ratkaisua. Kuviokielen
kayttd vaikutti siis olevan vierasta oppilaille osana tehtivien tekoa.

5.3 Kokoavia johtopaatoksia ja jatkotutkimusehdotuksia

Tutkimuksesta saatujen tulosten perusteella voidaan todeta, ettd mikédli oppilaan
matemaattista osaamista arvioidaan vain paperille kirjoitetun tuotoksen avulla, voi
oppilaan todellinen osaaminen jd4dd huomiotta. Joutsenlahti (2009) toteaa
perusopetuksen oppimateriaalien koostuvan padsddntoisesti “standardi”- mallin
mukaisista tehtdvistd, joissa pddpaino on matemaattisen symbolikielen tuotossa.
Monipuoliset tehtdvit, jotka koostuisivat useamman kielen kaytostéd, antaisivat oppilaille
mahdollisuuden ilmaista matemaattista ajatteluaan heille luonnollisimmalla tavalla.
Talloin my0s opettaja saisi tdrkedd tietoa oppilaiden matemaattisesta ajattelusta osaksi
formatiivista arviointia ja ohjausta.
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Jotta oppilaat oppisivat eri tapoja esittii matemaattista ajatteluaan, eri kielentdmisen
muotoja tulisi aktiivisesti harjoitella osana opetusta ja opiskelua. Kielentimistd voi
harjoitella esimerkiksi pitden lahtokohtana yksittéisté kieltd. Joutsenlahti ja Tossavainen
(2018) esittelevit ideoita kaikkien kolmen kielen harjoittelun tueksi. Esimerkiksi
luonnollisen kielen kohdalla oppilaat voisivat pelata “kisite-aliasta” matemaattisilla
késitteilld tai harjoitella sanallisten tehtdvien ratkaisujen kirjoittamista eri kirjallisen
kielentimisen mallien avulla. Symbolikielen harjoittelussa toimii esimerkiksi
tutkimuksessa ollut tehtéva kaksi, jossa oppilaan tuli ymmértdd symbolisella kielelld ollut
yhtdlo ja siind olevat késitteet ja toisaalta liittdd ne luontevasti valitsemaansa kontekstiin.

Kuviokielen hyoddyt tulevat esille esimerkiksi geometrian osa-alueessa, jolloin kuvioiden
piirtdminen auttaa oppilasta hahmottamaan geometriset kuviot. Kuvioiden avulla voidaan
my0s selventdd luonnollisella- ja symbolikielelld esitetyt asiat ymmairrettivimpaan
muotoon. Kuviokielen osuutta voitaisiin lisdtd oppitunneitta esimerkiksi tehtdvissa,
joissa oppilaat laatisivat itse laskutehtdvid virheellisesti piirretyistd kuvista etsien niihin
ratkaisut (Joutsenlahti & Tossavainen, 2018).

Perusopetuksen opetussuunnitelman (Opetushallitus, 2016) mukaisesti perusopetuksessa
ollaan siirtyméssd inkluusioon, jonka tarkoituksena on taata kaikille lapsille
yhdenvertainen peruskoulu. Yhtendisessid peruskoulussa erityisopetusta saava lapsi on
tarkoitus integroida osaksi yleisopetusta ja ndin ollen padstd eroon erityiskouluista seka
erityisluokista. Taémdn myo6td erilaisten oppijoiden kirjo lisddntyy perusopetuksen
ryhmissé, jolloin opetuksenkin on mukauduttava vastaamaan oppilaiden erilaisuuteen.
Kielentdmisen avulla pystytddnkin harjoittelemaan erilaisia keinoja ilmaista omia
ajatuksia. Erilaisten ilmaisun muotojen avulla jokainen oppilas voi 16ytdéd itselleen
suotuisimman keinon tuoda ilmi omaa ajatteluaan niin matematiikan kun muidenkin
oppiaineiden osalta.

Erilaista oppimisen tukea saavien oppilaiden midrd on lisddntynyt viimevuosina
huomattavasti (ks. Tilastokeskus, 2018). Tuen tarkoituksena on taata jokaiselle oppilaalle
tarvittava yksildlliset tarpeet huomioon ottava koulunkdynnin tuki. Oppilaiden oppimista
sekd koulunkdyntid seuraamalla havaitaan mahdolliset tukea tarvitsevat oppilaat
(Opetushallitus, 2016). Oppimiseen kuuluvat matematiikan osalta etenkin matemaattisten
menetelmien sekd késitteiden hallinta ja toisaalta tietoinen oman toiminnan
ymmartidminen. Seuraamalla oppilaiden matemaattisen ajattelun kehittymisté, opettajalla
on mahdollisuus havainnoida oppilaan ajattelussa esiintyvid virheitd ja puutteita.
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Toisaalta opettajalla on myo6s mahdollisuus auttaa tukea tarvitsevaa oppilasta antaen
oppilaalle keinoja ilmaista matemaattista ajatteluaan eri kielen keinoin.

Teknologian tullessa yhd tirkedmmaiksi osaksi yhteiskuntaa, myds matematiikan
opetuksen on kehityttivd mukana. Uudet laskinsovellukset tuovat mukanaan
mahdollisuuksia ilmentdd matematiikkaa myds dynaamisesti. N&din ollen myo0s
matemaattisen ajattelun ilmaiseminen kuvien ja kuvioiden keinoin helpottuu ja
monipuolistuu. Suurimpana esimerkkiné lienee séhkdistyneet ylioppilaskokeet, joiden
myOtd myOs matematiikan tehtdvien ratkaisuihin on yhé helpompi liittdd laskujen lisdksi
ajattelua selittdvia kuvia sekd tekstejd. Oppilailla onkin yhd enemmén mahdollisuuksia
tuoda esille ajatusketjujaan ja esittdd omaa ymmarrysté aihealueesta.

Téssd tutkimuksessa matematiikan kielentdmistd havainnoitiin kahdeksannen luokan
oppilaiden osalta. Jatkoa ajatellen tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden méaarda
laajentamalla saataisiin kattavampi kisitys kielentdmisen taidoista, myods heikommin
matematiikkaa osaavien oppilaiden osalta. Tutkimus toteutettiin parihaastatteluna, joten
tutkimustilanne ei vastannut normaalia matematiikan oppituntia. Jatkossa voisikin olla
mielekéstd tehdd havaintoja oppilaiden matemaattisen ajattelun ilmenemisesti
oppituntien aikana, jolloin tulokset vastaisivat autenttiseen opetustilanteeseen.

Tuloksista ndhtiin oppilaiden hyddyntidvan eri kielid melko rajallisesti, etenkin
kuviokieltd. Oppilaat oppivat opettajalta taitonsa esittid matemaattista ajatteluaan.
Aiempien tutkimusten (muun muassa Joutsenlahti, 2003b, 2004, 2010) valossa voidaan
todeta opettajienkin hyotyvdn oppilaan matemaattisen ajattelun kielentdmisesti.
Tulevaisuudessa olisikin mielekéstd tutkia kuinka paljon opettajat hyddyntévit eri kielid
osana opetusta. Toisaalta tilannetta voitaisiin tutkia my0s opettajan koulutuksen kannalta,
kuinka paljon opettajat ovat itse saaneet tietoa ja oppeja matematiikan opetukseen
kielentimisen ndkokulmasta.

Taman tutkimuksen ja edeltdvien ajatusten myotd voidaankin todeta, ettd matemaattisen
ajattelun esittdminen on tulevaisuudessakin tdrkedssd roolissa. Niin osana matematiikan
opetusta sekd oppimista kuin osana yhteiskunnallista kehitystd. Omien ajatusten esille
tuominen auttaa toimimaan yhteisdissd sekd toisaalta ymmaértdmadn toisten ndkokulmia
paremmin.
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Liite A

Tehtivimoniste

1. Ville poimi &itinsd kanssa mustikoita myyntiin. Ville kerési kolme kertaa enemméan mustikoita
kuin ditinsd. Yhteensd he kerdsivat 8 litraa. Yksi litra mustikoita myytiin 4 euron litrahintaan.

Paljonko Ville sai rahaa kerd&mistdin mustikoista?

2. Muodosta yhtildlle 4 + x + x = 10 suullisesti tai kirjallisesti tarina/tehtdvananto ja ratkaise
yhtéls.
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3. Kirjoita kuvan esittdm3 tilanne epyhtiléna ja ratkaise se.

4. Laita seuraavat yhtilonratkaisun vaiheet

Laskuvaihe

A 2x x 1
oikeaan jarjestykseen ja perustele/kuvaa kukin 17 = 12-3=12- 3 +12 =
vaihe asianmukaisia kdsitteitd kdyttden alempaan i P
taulukkoon.

C 6x—36 =4x+6

D 2x TSR |

S SR
z 473
E 6x —4x =6+ 36
F x =21
Jdrjestys
(kirjain) Perustelu
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