Airellisten ryhmien luokittelu
1somorfialla

Pro gradu -tutkielma

Jani Hamaildinen

283007

Fysiikan ja matematiikan laitos
[ta-Suomen yliopisto

10. toukokuuta 2021



Tuvistelma

Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld lauseita, joiden avulla voidaan
luokitella ddrellisid ryhmid isomorfian mukaisesti. Erddns ldhtokohtana on
luokitella kaikki ne ryhmaét, joissa on 15 alkiota tai vihemmaéan. Tutkielma
alkaa ryhmien maarittelystd sekd niiden perusominaisuuksien tarkastelusta.
Kolmannessa luvussa kisitelldin lukuteorian ja modulaariaritmetiikan pe-
rusteita, silli modulaariaritmetiikalla on keskeinen rooli dérellisten ryhmien
luokittelussa. Syklisiin ja normaaleihin aliryhmiin perehdytdan luvussa nel-
ja. Kyseisiin aliryhmiin liittyvat tulokset, erityisesti Lagrangen lause, ovat
keskeisid ryhmien luokittelussa. Vaihdannaisilla ryhmilld eli Abelin ryhmilld
on erityisid ominaisuuksia. Ndihin ominaisuuksiin liittyviin tuloksiin ja Abe-
lin ryhmien luokitteluun perehdytédén luvussa viisi. Abelin ryhmien jilkeen
tutustutaan kolmeen erilaiseen ryhmétyyppiin, jotka toimivat esimerkkein&
ryhmien luokittelussa. Seitsem#nnessi luvussa todistetaan norjalaisen mate-
maatikon Peter Ludwig Meidell Sylowin kehittdmia lauseita. Sylowin lausei-
den antamat tulokset ovat tarkeitéd darellisten ryhmien rakenteiden tarkaste-
lussa. Tutkielman lopuksi todistetaan ne lauseet, joiden avulla voidaan luo-
kitella kaikki 15-alkioiset ja sitd pienemmét ryhmit. Naita lauseita voidaan
hy6dyntdd my6s monien muidenkin darellisten ryhmien luokittelussa.



Abstract

The purpose of this Master’s thesis is to present how groups are classified up
to isomorphism. A premise to this thesis was to classify all groups of order
15 or less up to isomorphism. This paper begins with the fundamentals of
group theory and advances to more advanced theorems. Modular arithmetic
serves an important role in group theory and in classification theory of finite
groups. Applications of modular arithmetic are exhibited in Chapter 3, along
with the principles of number theory. Subgroups and their attributes are
presented in Chapter 4. Especially Lagrange’s theorem has a significant role
in the analysis of the structure of groups. Chapter 5 is dedicated to classifying
of Abelian groups and their unique properties. Examples of how symmetries
form a group are presented in Chapter 6, with two special classes of groups
that have a notable role in classifying groups up to isomorphism. Sylow’s
theorems are proved in Chapter 7. They have a significant role in the analysis
of the structure of groups. Theorems by which groups can be classified up to
isomorphism are proved in the last chapter.
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1 Johdanto

Ryhmiteoria on algebran osa-alue, jossa tutkitaan algebrallisia rakenteita eli
ryhmid. Ryhmaén alkiot voivat olla numeroita, matriiseja, polynomeja, funk-
tioita, symmetrioita tai melkein tahansa, kunhan ne tayttavit ryhman nelja
vaatimusta. Symmetrisyyttd esiintyy kaikkialla luonnossa. Monet tieteena-
lat tutkivat symmetrioita ja niihin liittyvid ominaisuuksia. Kemistit pyrkivét
ennustamaan aineiden ominaisuuksia tutkimalla molekyylien symmetrioita
ja biologit pyrkiviat ymmartdmadn DNA:n ominaisuuksia sen symmetrioiden
avulla. Fyysikot puolestaan tutkivat aika-avaruuden tasojen symmetrioita.
Matemaattisesti symmetriat maaritelliin ryhméteorian avulla. Taméa tekee
ryhmaéteoriasta keskeisen matematiikan osa-alueen, ja silla on térkeita sovel-
luksia muillakin tieteenaloilla.

Suurien ja monimutkaisten ryhmien tutkiminen on usein tyolastd. Tyo-
layden vuoksi ryhméteoreetikot etsivit monimutkaisten ja yksinkertaisten
ryhmien vélille kuvauksia, jotka sdilyttdvat ryhmien ominaisuudet. Kahden
ryhmén vilistd kuvausta, joka ei muuta ryhmien ominaisuuksia kutsutaan
isomorfiaksi. Isomorfiset ryhmét omaavat identtiset matemaattiset ominai-
suudet, minké johdosta niitd voidaan pitdd samana ryhméné. Taméan vuoksi
ryhméteorian tutkijat ovat halunneet luoda listan, jossa luokitellaan kaikki
adrelliset ryhmét isomorfian mukaisesti. Ryhméateoreetikot ovat onnistuneet
todistamaan kaikkien dérellisten ryhmien rakenneosasten, eli yksinkertaisten
ryhmien olemassaolon. Todistus koostuu noin sadan matemaatikon tyosté,
viidelté eri vuosikymmenelta ja se on kymmenid tuhansia sivuja pitka.

Téasséd tutkielmassa luokitellaan isomorfian mukaisesti kaikki ne ryhmét,
joissa on 15 alkiota tai vihemmaén. Abelin ryhmit ovat helppoja luokitella.
Ei-Abelisten ryhmien luokittelu on kuitenkin vaikeampaa, sen vuoksi ne jou-
dutaan yleensa luokittelemaan tapauskohtaisesti. 16 alkioisia ryhmid on 14
erilaista, joista viisi on Abelin ryhmié ja yhdeksén ei-Abelin ryhmié. Téstéd
syysta tassa tutkielmassa luokittelu rajoitetaan 15 alkioisiin ja sitd pienem-
piin ryhmiin. Tutkielman vaativimmat tarkastelun kohteet ovat 12-alkioiset
ryhmét. Naitd ryhmid on kuusi erilaista, kolme Abelin ryhméé ja kolme ei-
Abelin ryhméa.

Tutkielma alkaa ryhmén méaéritelmén sekd ryhmien perusominaisuuksien
esittelylla. Jaannosluokkien ja niiden muodostamien ryhmien ominaisuuksiin
perehdytiddn luvussa kolme. Seuraavaksi tutkielmassa késitellian keskeisem-
pid aliryhmié, sekd niiden ominaisuuksia. Luvussa viisi keskitytddn Abelin
ryhmien ominaisuuksiin ja niiden luokittelemiseen. Kuudennessa luvussa esi-
tellddn erityisid ryhmid, joita kdytetddn ryhmien luokittelussa. Samalla tar-
kastellaan my6s symmetrioihin liittyvid ryhmid. Tamaén jélkeen esitellddn ja
todistetaan ddrellisten ryhmien luokitteluun kiytettiviat Sylowin lauseet se-



ki niiden todistamiseksi vaadittavat aputulokset. Lopuksi todistetaan luo-
kittelulauseet, joiden avulla luokitellaan kaikki ne ryhmét, joissa on alle 16
alkiota.

2 Ryhmien peruominaisuuksia

Tasséd luvussa esitetadn ryhmateorian peruskésitteita ja -tuloksia. Lukijalta
odotetaan algebran perusteiden tuntemusta, ja siksi tdmén luvun tuloksia ei
todisteta.

Miiritelmi 2.1. Olkoon o epatyhjin joukon G laskutoimitus. Paria (G, o)
kutsutaan ryhmdksi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

(i) Kaikilla a,b € G pitee aob e G.

)
(i) Kaikilla a,b,c € G pétee (aob)oc=ao (boc).
(iii) On olemassa alkio e € G siten, ettd e o a = a o e kaikilla a € G.
)

(iv) Jokaiselle alkiolle @ € G on olemassa alkio a~' € G siten, etté

1

Alkiota e sanotaan neutraalialkioksi, ja alkiota a™" sanotaan alkion a kadin-

teisalkioksi. Jos lisiksi on voimassa
aob=boa
kaikilla a,b € G, ryhméi (G, o) sanotaan Abelin ryhméksi.

Jatkossa ryhmésté kiytetddn merkintdd G parin (G, o) sijaan, kun joukossa
G on méadritelty Madritelméan mukainen laskutoimitus o. Lisdksi mer-
kitdén lyhyesti ab merkinnédn a o b sijaan. Jatkossa alkio e tarkoittaa aina
neutraalialkiota.

Maaritelmd 2.2. Olkoon G ryhma, jossa on n alkiota. Télloin lukua n
sanotaan ryhmén G kertaluvuksi, ja merkitddn |G| = n.

Lemma 2.3. Olkoon G ryhmd ja olkoot a,x,y € G. Tdlloin
(1) Ryhmdin G neutraalialkio on yksikdsitteinen.
(2) axr = ay & =y ja ra =ya < T =Y.

1

(3) Jokaisen alkion a kddnteisalkio a=' on yksikdsitteinen.

2



Todistus. [4], s.197. O

Miiritelmi 2.4. Olkoot (A, o) ja (B,e) ryhmid. Nédiden kahden ryhmén
vilinen suora tulo (A x B, ) mééritelldén jérjestettyjen parien joukkona

Ax B={(a,b):a€ Ajabe B},
kun laskutoimitus * méaaritellidn asettamalla
ax*xb:= (a;oby,as eby)

kaikilla a = (a17a2),b = (bl,bg) € Ax B.
Ryhmien vilinen suora tulo voidaan yleistda tapaukseen, jossa on n ryhmaéa.

Jos kahden ryhmin vélisessé suorassa tulossa on méaritelty laskutoimitus +,
niin kiytetddn termin suora tulo sijaan termid suora summa ja kiytetiddn
merkinndn X sijaan merkintdd &.

Maiaritelladn seuraavaksi se kuvaus, jonka avulla ryhmié luokitellaan.

Méiritelma 2.5. Olkoot (G,o) ja (G', %) ryhmid. Kuvausta f : G — G’
sanotaan homomorfismiksi, jos

flaob) = f(a)* f(b)

kaikille a,b € G. Jos f on lisiksi bijektio G — G’, kuvausta [ sanotaan
isomorfismiksi ja merkitdan G = G'.

Homomorfismi on kuvaus, joka siilyttdd laskutoimituksen kahden ryhmén
valilla. Koska isomorfismi on homomorfismin liséksi bijektio, niin isomorfias-
sa sdilyvat laskutoimituksen lisdksi alkioiden ominaisuudet. Jos ryhmien va-
lilld on isomorfia, niin ryhmia voidaan pitdd samana ryhméné, joilla on eri
merkintd tavat.

Seuraavaksi maaritellian aliryhmé. Aliryhmié ja niiden ominaisuuksia tar-
kastellaan tarkemmin luvussa 4.

Maaritelm4 2.6. Olkoon G ryhmé ja H C G epétyhja. Ryhmia H sanotaan
ryhmén G aliryhmdksi, mikali seuraavat ehdot toteutuvat

(1) Ryhmén G neutraalialkio e kuuluu joukkoon H,
(2) Jos a,b € H, niin ab € H,

(3) Jos a € H, niin a™! € H.



Aliryhm& on ryhmén epityhji osajoukko, jossa on sama neutraali- ja kdan-
teisalkio kuin laajemmassa ryhmissd. Méadritelméan ehdot voi tiivistaa
seuraavasti:

Lemma 2.7. Ryhmdn G epdtyhji osajoukko H on ryhmdn G aliryhmd, jos
ja vain jos ab=t € H, kaikilla a,b € G.

Todistus. [2], s.73. O

Lemma 2.8. Olkoot G ja H ryhmid, joiden neutraalialkiot ovat eq ja ey,
ja olkoon kuvaus f: G — H on homomorfismi. Talldin

(1) flec) = en,

(2) f(a™) = f(a)™ kaikille a € G jan € N.

(3) f(a=) = f(a)"" kaikille a € G,

(1) kuvauksen f(G) kuvajoukko on ryhmin H aliryhma,

(5) jos kuvaus f on injektio, niin G on isomorfinen kuvauksen f kuvajoukon

f(G) kanssa.

Todistus. [4], s.221. O

Madaritelmd 2.9. Olkoon kuvaus f : G — H homomorfismi ryhméltd G
ryhmiélle H. Kuvauksen ydin (Ker f) on joukko

Ker f={aec G| f(a) =en}.

Lemma 2.10. Olkoot G ja H ryhmid ja kuvaus f : G — H homomorfismi,
jonka ydin on Kerf. Tdlloin Ker f = (e), jos ja vain jos kuvaus f on injektio.

Todistus. 4], s.254. O

3 Jaannosluokkaryhmat

Jadnnosluokat ovat térkedssd osassa algebrassa ja ryhméteoriassa. Téssa lu-
vussa tutustutaan jadnnosluokkien muodostamiin joukkoihin sekd niiden muo-
dostamiin ryhmiin. Lukijalta odotetaan tuntemusta lukuteorian alkeista ja
siksi yksinkertaiset tulokset on jétetty todistamatta. Aloitetaan lukujen jaol-
lisuudesta.



Lemma 3.1. Olkoot a,b € Z, ja b > 0. Tdlloin on olemassa yksikdsitteiset
luvut v, q € 7. siten, ettd
a=bq+r,

missd 0 < r < b.

Todistus. [10)], s.20. O

Mééaritelma 3.2. Lukua n kutsutaan luvun a tekijiksi, jos n | a. Suurinta
lukua n, jolle n | a ja n | b, kutsutaan lukujen a ja b suurimmaksi yhteiseksi
tekijiksi, ja merkitddn n = syt(a,b).

Maaritelm4 3.3. Kokonaislukua p > 1 sanotaan alkuluvuksi, jos sen tekijat
ovat ainoastaan luvut 1 ja p.

Lemma 3.4. Jos p > 1 ja p | ab, niin luku p on alkuluku, jos ja vain jos
plataip]|b.

Todistus. [4], s.18. O

Lause 3.5 (Aritmetiikan peruslause). Kaikki kokonaisluvut n > 1 voidaan
esittad yksikasitteisesti alkulukujen tulona.

Todistus. [12], s.112-114. O
Lauseen mukaista esitystd kutsutaan alkutekijihajotelmaksi.

Lemma 3.6. Olkoon a,b € Z/{0}. Tdlldin

(1) on olemassa d € N siten, ettd d = syt(a,b)

(2) on olemassa m,n € Z siten, etti d = am + bn.

(3) syt(a,b) =1, jos ja vain jos on olemassa m,n € N siten, ettd

1 =am+bn.
Todistus. |2], s.33. O

Lemma 3.7. Jos a,b,c € N, syt(a,b) =1 ja a | be, niin a | c.

Todistus. [12], s.113. O

Lemma 3.8. Olkoon syt(a,b) =1. Josa | c ja b|c, niin ab | c.



Todistus. Koska a | ¢, niin voidaan kirjoittaa ¢ = ak jollekin k € Z. Nyt
b | ak, joten Lemman [3.7] nojalla b | k, ja edelleen ab | c. O

Lemma 3.9. Olkoon a,b € Z ja syt(a,b) = d. Jos d { ¢, niin yhtaldlla
ax + by = c ei ole kokonaislukuratkaisua. Jos taas d | ¢, niin yhtdlolla on
adrettomdsti kokonaislukuratkaisuja.

Todistus. [12], s.137-138. O

Seuraavaksi siirrytddn modulaariaritmetiikan tutkimiseen.

Maéaritelmi 3.10. Olkoon m € N ja a,b € Z. Jos m | (a — b), niin sano-
taan ettd luku a on kongruentt: luvun b kanssa modulo m. Téstd kiytetdan
merkintad

a=b (mod m).

Kongruenssi mod m hajottaa kokonaislukujen joukon Z muotoa
[a| = {a+mk | k € Z}.

oleviin pistevieraisiin joukkoihin. Joukkoa [a] kutsutaan luvun a jadnndsluo-
kaksi modulo m, josta kiytetdan merkintdé [a],,. JAdnnosluokkaan kuuluvat
kaikki luvut, jotka antavat saman jiannoksen jaettaessa luvulla m. Kaymaélla
lapi kaikki luvun m jadannokset saamme muodostettua luvun m jadnnosluok-
kien edustajiston, jota merkitdan joukolla

Z,, ={[0],[1],...,[m —1]}.
Maéaritelladn jaannosluokkien yhteen- ja kertolasku seuraavasti
[a]m + [B]m = [a + 0], [a]m - [b];m = [ab]m.
Lemma 3.11. Olkoon a,b,m € Z ja m > 0. Tdlléin a = b (mod m), jos ja
vain jos [alm = [blm-
Todistus. [4], s.28. O

Osoitetaan esimerkeilld, ettd yhteen- ja kertolaskut ovat hyvin maariteltyja.
Toisin sanoen havainnollistetaan, etti niiden tulokset eivét riipu jidnnosluo-
kan edustajasta.

Esimerkki 3.12. Jadnnosluokkien mod 9 joukossa Lemman nojalla
Lemman nojalla (136 = 14 - 9 + 10).



Esimerkki 3.13. Jidnnosluokkien mod 5 joukossa [4]5 = [9]5 Lemman [3.11]
nojalla. Néin ollen [12]5 = [4]5[3]5 = [9]5[3]5 = [9 . 3]5 = [27]5 = [2]5 Lemman
nojalla.

Kongruenssille on voimassa seuraavat laskusdannot:

Lemma 3.14. Olkoon a,b,c,d jam € Z, jam > 0, siten ettd a = b (mod m)
ja ¢ = d (mod m). Tdilldin

1. a+c=b+d (mod m),
2. ab = cd (mod m).
Todistus. [12], s.148. O

Lemma 3.15. Jos a,b,c ja m € Z, m > 0, d = syt(c,m), ja ac =
bc (mod m). Tdlléin a = b (mod m/d).

Todistus. [12], s.149. O

Yhden muuttujan lineaariseksi kongruenssiksi kutsutaan kongruenssia, joka
on muotoa
ax = b (mod m),

missd x on tuntematon kokonaisluku.

Lause 3.16. Olkoon a,b,m € Z, m > 0 ja syt(a,m) = 1. Tdlldin lineaari-
sella kongruenssilla ax = b (mod m) on yksikasitteinen ratkaisu.

Todistus. Kongruenssin mééritelmén nojalla ax = b (mod m), jos ja vain
jos m | (ax — b). Néin ollen luku z on kongruenssin ratkaisu, jos on olemassa
kokonaisluku y, joka toteuttaa yhtédlon ax — my = b. Lemman nojalla
yhtalolla ax — my = b on ratkaisu z,y.
Yksikasitteisyyden todistamiseksi oletetaan, etta x, ja xs toteuttavat kongruens-
sit

ary =b (mod m) ja axe="0b (mod m).
Koska kongruenssi on ekvivalenssirelaatio ([12], s.146.), niin symmetrisyyden
ja transitiivisuuden nojalla

axry = axe (mod m).

Néin ollen Lemman nojalla x; = x5 (mod m), joten lineaarisen kongruens-
sin ax = b (mod m) ratkaisu on yksikésitteinen. O

Tutkitaan seuraavaksi millaisia ryhmié jadnnosluokkien joukot muodostavat.
Jaannosluokan mod m muodostama joukko Z,,, muodostaa Abelin ryhmén
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yhteenlaskun suhteen. On helppo todeta, ettd yhteenlasku on suljettu jaan-
nosluokissa. Jaannosluokka [0],, on selvisti neutraalialkio ja kaikilla alkioilla
on kiddnteisalkio. Lisiksi yhteenlasku on selvisti vaihdannainen. Kertolaskun
suhteen Z,, ei muodosta ryhméé, silld esimerkiksi alkiolla [0],, ei ole kii&ntei-
salkiota, silld [1],, on neutraalialkio kertolaskun suhteen. Valitsemalla jadn-
nosluokat sopivasti, saadaan muodostettua jidnnosluokkaryhma kertolaskun
suhteen.

Lemma 3.17. Jdannosluokkien joukko 7.}, muodostaa Abelin ryhmdan kerto-
laskun suhteen, kun

7z, ={la] € Z, | syt(a,m) = 1}.

m

Todistus. Olkoon [a], [b] € Z;,. Nyt Lemman (2) nojalla on olemassa
k,l,s,t € Z siten, etti

ka+Im=1 ja sb+tm=1.
Télloin
1=1-1= (ka+Im)(sb+tm) = kasb + katm + lmsb + ltm?
= (ks)ab + (kat + lsb + ltm)m,

joten Lemman 3.6] (2) nojalla syt(ab, m) = 1 ja edelleen [ab] € Z,. Niin ollen
7, on suljettu kertolaskun suhteen. Neutraalialkio on selviisti [1],,. Toisaalta

[l ([O]m[c]m) = [abelim = ([a]im[blm)[c]m,

joten kertolasku on liitdnnédinen. Lauseen nojalla kongruenssilla axr =
1(mod m) on olemassa ratkaisu, ja siten Lemman nojalla [az],, =
[a]m[z]m = [1]m, joten alkion [a],, kd&dnteisalkio on ja&nndsluokka [z],,. Néin
ollen Z;, on ryhmé kertolaskun suhteen. Lisdksi

[l [bm = [a - bl = [b- alim = [b]m[a]m,
joten Z on Abelin ryhmé kertolaskun suhteen. O]

Jaannosluokkien joukkoa Z;, kutsutaan wvdhennetyksi jadnnosluokkien jou-
koksi mod m.

Esimerkki 3.18. Lemman nojalla vihennetty jadnnosluokkien joukko
Z3 muodostaa Abelin ryhmén kertolaskun suhteen, kun

Zg = {[1l, [2]9, [4]o, [5]o, [T]o, [8]o }-

8



Vahennettyjen jadnnosluokkien joukkojen muodostamien ryhmien kertaluvut
voidaan selvittad Eulerin funktiolla.

Maaritelma 3.19. Fulerin funktioks: kutsutaan kuvausta ¢ : Z, — Z.,
jolle ¢(m) = n, missd n on lukujen k, 1 < k < m, méira joille on voimassa
syt(k,m) = 1.

Esimerkki 3.20. ¢(15) = 8, silld luvuista 1,2,...,14 tésmélleen luvuille
1,2,4,7,8,11,13 ja 14 on voimassa syt(k, 15) = 1.

Esimerkki 3.21. Olkoon n = 12. Tall6in ja&dnndsluokkajoukon Z,, vihen-
netty jadnnosluokkajoukko on

77, = {[1ha, [5l12, [Tz, [11]12},
ja |73, = 4 = ¢(12).
Huomautus 3.22. Alkuluvulle p on selvisti voimassa ¢(p) = p — 1.

Lause 3.23 (Eulerin lause). Olkoon m € Z. ja a € Z siten, ettd syt(a,m) =
1. Tdllomn
a®™ =1 (mod m).

Eulerin lauseen todistaminen jatetddn lukuun 4, katso Huomautus 4.34}

Lause 3.24. Olkoonn,m € Z, ja syt(n,m) = 1. Tdlloin kuvaus f : [a]pm —
([an, [a]lm) on hyvin madritelty isomorfismi joukolta Ziyy, joukolle Zy, & Ziy,.

Todistus. Oletetaan, ettd [a]n, = [b]nm. Talloin Lemman nojalla b on
muotoa a + mnt. Koska [nm],, = [0], ja [nm],, = [0, niin télléin

([l [b]im) = ([@ + mnt]n, [a + mnt]n) = ([a]n, [a]n).

Nyt kuvaus f ei riipu jadnnosluokan edustajasta ja on siten hyvin méaritelty.
Kuvaus f on homomorfismi, silla

f(latblnm) = ([a+b]n, [a+b]m) = ([aln+[Bln, [alm+[b]m) = f([alnm)+f ([Dlm)-

Oletetaan, ettid f([alpm) = f([0lnm), eli ([a]n, [a]m) = ([b]n, [b]m). Nyt Lem-
man [3.11]nojalla a = b (mod n) ja a = b (mod m), ja siten (a—b) on jaollinen
molemmilla luvuilla n sekd m. Koska syt(n,m) = 1, niin Lemman nojalla
nm | (a —b). Téstd saadaan, ettd [alym = [b]nm, ja f on siten injektio. Lo-
puksi kuvaus f on selvisti surjektio, ja siten se on myds bijektio, ja edelleen
f on isomorfismi. O



4 Tarkeita ryhmia

Téassé luvussa tutustutaan syklisiin ja normaaleihin aliryhmiin seké tekijé-
ryhmiin. Luvussa keskitytddn tarkastelemaan nédiden ryhmien keskeisimpid
ominaisuuksia tdmén tutkielman kannalta. Yksinkertaisimmat tulokset jéte-
tddn todistamatta.

4.1 Sykliset ryhmat

Syklisten ryhmien tutkiminen alkaa ryhmén alkioiden potenssien maaritte-
lylla, sekd perustulosten esittelylla.

Maaritelma 4.1. Olkoon G ryhmé ja a € G. Maéritellaan ryhman G po-
tenssit asettamalla

(1) a® =,

(2) a"™! = a™ o a, kaikilla n > 1,

(3) a™™ = (a™)~! kaikilla n > 0.

Lemma 4.2. Olkoon G ryhmd ja a € G, sekd n,m € Z. Tdlloin

(1) a™oa™ = a™t™,

(2) (@) =,

(3) (a")~t = (a1)".

Todistus. [10], s.46. O

Huomautus 4.3. Olkoon G Abelin ryhmai ja a,b € G. Télloin kaikilla n € IN
(ab)™ = a"b".

Todistetaan viite induktiolla. Kun n = 1, niin (ab) = ab, joten viite pétee.
Oletetaan, etté viite pétee jollakin n € IN. Niin ollen

(ab)n+1 = (Cbb)n(ab> — anb”ab — anabnb — am'lb”"'l,
joten viite pétee induktio todistuksen nojalla.

Lemma 4.4. Olkoon G ryhmd ja a,b € G. Tdlléin
(1) (ab)™' =b"ta™t;
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(2) (@) =a
Todistus. 4], s.197. O

Lemma 4.5. Olkoon G ryhmd ja olkoon g € G. Tdlldin joukko
(a) = {d'li € Z}
ja ryhmdin G laskutoimitus muodostavat ryhmdn G aliryhmdn.

Todistus. 6], s.89. O

Ryhméé (a) kutsutaan alkion a virittdmaéksi aliryhméksi.

Maiéaritelmi 4.6. Ryhméa G kutsutaan sykliseksi ryhmdksi, mikéli on ole-
massa alkio a € G siten, ettd alkion a virittdmé syklinen aliryvhmé (a) on
koko ryhmé G toisin sanoen

G ={d"|n € Z}.
Alkiota a kutsutaan ryhmén G virittdjiksi.
Maaritelma 4.7. Olkoon G ryhmi ja a € G.

(1) Jos a™ # e kaikilla n > 1, sanotaan, ettd ryhmén G kertaluku on &iretén
ja merkitdédn |a| = oo.

(2) Jos (1) ei péde, niin pieninté kokonaislukua n > 1, jolle a™ = e, sanotaan
alkion a kertaluvuksi. Merkitdén |a| = n.

Lause 4.8. Olkoon G ryhmd ja a € G.
(1) Jos alkion a kertaluku on ddreton, niin o' # o’ kaikilla 1,5 € 7,1 # j.
(2) Jos a' = a’ joillekin i, € Z.,i # j, niin alkion a kertaluku on ddrellinen.

Todistus. 4], s.199. O
Lause 4.9. Olkoon G ryhmd ja a € G alkio, jonka kertaluku on n. Tdlldin
(1) a* = e, jos ja vain josn | k;

(2) a' = d’, jos ja vain jos i = j (mod n);

(3) Jos n=td, d > 1, niin alkion a* kertaluku on d.

11



Todistus. [4], s.200. O

Huomautus 4.10. Olkoon G ryhmi, ja a € G. Jos |a| = n, niin talléin myos
la™!| = n Lemman |4.2| nojalla. Nimittéin

(@) =(a")"=e
ja kaikilla 1 < k < n pitee (a~1)* = (a¥)~1 #£e.

Lemma 4.11. Jos ryhmdn G kaikkien alkioiden a # e kertaluku on 2, niin
ryhmd G on Abelin ryhmd.

Todistus. Olkoon kaikkien ryhmén G alkioiden a # e kertaluku |a| = 2.
T&llsin @ = a~! kaikilla a € G. Olkoot a,b € G. T&llsin Lemman [4.4] nojalla

ab= (ab) =b"ta"! = ba,
joten G on Abelin ryhma. O
Lemma 4.12. Olkoon kuvaus f : G — H isomorfismi ja alkion a € G
kertaluku darellinen. Talloin |f(a)| = |al.
Todistus. Olkoon alkion a kertaluku |a| = n. T&ll6in Lemman [2.§| nojalla
fla)" = f(a") = flec) = en,

joten alkion f(a) kertaluku |f(a)| on jokin luku k, joka jakaa luvun n. Ole-
tetaan seuraavaksi, ettd |f(a)| = m jollekin m < n. Lemman [2.8 nojalla

fla™) = f(a)™ = fleq).
Koska kuvaus f on isomorfismi ja siten injektio, niin a = eqg. Néin ollen
la| < m, miké on ristiriita, ja siten |f(a)| = k = |al. O
Lause 4.13. Olkoon G ryhmd ja olkoon a € G.
(1) Jos alkiolla a on ddreton kertaluku, niin
(a) = {d" | k € Z}
on ddreton aliryhmd, jonka potenssit ovat erilliset, eli a® # o’ kaikilla
i.j €L i#].
(2) Jos alkion a kertaluku on ddrellinen |a| = n, niin (a) on aliryhmd, jonka
kertaluku on n ja

(a) ={e=4d" a,d® ... a" '}
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Todistus. [4], s.207. O

Koska kaikki sykliset ryhmét koostuvat yhden alkion potensseista, niin kaikki
saman kertaluvun sykliset ryhmét ovat isomorfisia.

Lause 4.14. Olkoon G syklinen ryhmd.
(1) Jos |G| = oo, niin G on isomorfinen ryhmdn (Z,+) kanssa.
(2) Jos |G| = n, niin G on isomorfinen ryhmdén (Z,,+) kanssa.

Todistus. Todistetaan kohta (2). Oletetaan, ettd G = (a) ja alkion a kerta-
luku on n. Nyt Lauseen nojalla

G=1{ad",... ,a" '}

Méaritelliin kuvaus f : G — Z, asettamalla f(a’) = [i]. Todetaan, ettd f
on bijektio.

Kuvaus f on surjektio: Olkoon i € {0,1,...,n—1}. Tilléin o’ € G on alkion
[i] alkukuva.

Kuvaus f on injektio: Oletetaan, ettd f(a') = [i| = [j] = f(a’) joillekin
i,j € 7Z. Tilléin i = j (mod n) Lemman nojalla, joten Lauseen
nojalla a* = a’. Kuvaus f on siten bijektio. Lisiksi

fla'a) = f(a™) = [i + ] = [i] + [j] = f(a') + f(a?),

joten kuvaus f on isomorfismi ja siten G = Z,. 0J

4.2 Normaalit aliryhmat

Aloitetaan mééritteleméalld ryhmien kongruenssi.

Maaritelma 4.15. Olkoon H ryhmén G aliryhmé. Maaritelldén joukossa G
relaatio = (mod H) asettamalla

a=b(mod H) < ab™' € H.

Lemma 4.16. Olkoon H ryhmdan G aliryhmd. Talléin kaikilla a,b,c € G
patee

(1) a=a (mod H);
(2) Jos a =0 (mod H), niin b =a (mod H);

(3) Jos a=0b (mod H) ja b= c (mod H), niin a = ¢ (mod H).
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Todistus. [4], s.239. O

Maaritelmi 4.17. Olkoon G ryhmé, H C G sen aliryhmé ja a € G. Joukkoa
Ha:={ha | h € H}

sanotaan alkion a maardamaksi oikeanpuoleiseksi sivuluokaks: modulo H.
Vastaavasti vasemmanpuoleinen sivuluokka modulo H on joukko

aH :={ah | he H}.
Lemma 4.18. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmd.

(1) Tilldin G on otkeanpuoleisten H-sivuluokkien yhdiste eli, G = |J Ha.
aeG

(2) Jokaiselle a € G on olemassa bijektio f : H — Ha. Toisin sanoen jos
H on dadrellinen, niin mitkd tahansa kaksi ryhmdn H oikeanpuoleista
stvuluokkaa sisdltdvdt yhtd monta alkiota.

Todistus. (1) Koska kaikki oikeanpuoleiset sivuluokat siséltavit ryhméan G
alkioita, on voimassa |J Ha C G. Jos b € G, niin b =eb € Hb C |J Ha.
acG aceG
Niin ollen, G = |J Ha.
aceG

(2) Médritelladn kuvaus f : H — Ha asettamalla f(z) = xa. Nyt sivuluokan
Ha mééritelmén mukaan f on surjektio. Jos f(z) = f(y), niin za = ya, joten
x = y Lemman nojalla. Talloin kuvaus f on injektio ja siten bijektio.
Néin ollen jos H on darellinen, niin jokaisella sivuluokalla Ha on yhtd monta
alkioita kuin aliryhméalla H. O

Lemma 4.19. Olkoon H ryhmdan G aliryhmd ja a,c € G. Télloin Ha = He,
jos ja vain jos a = ¢ (mod H).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd a = ¢ (mod H). Olkoon b € Ha. Nyt méaa-
ritelmén mukaan b = ha jollekin h € H, joten ba™' = haa ' = h € H.
Nyt b = a (mod H), ja Lemman [£.16] (3) nojalla b = ¢ (mod H). Till6in
bc™t = h' € H, joten b = h'c € He. Siten Ha C Hec. Vastaavasti voidaan
osoittaa, ettd Hc C Ha ja siten Ha = He.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Ha = Hc. Koska a = ae € Ha = Hec, niin a = hc
jollekin h € H. Néin ollen ac™' = hec™ = h € H eli a = ¢ (mod H). O

Lause 4.20. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Kaksi oikeanpuoleista H -sivuluokkaa
ovat joko samat tai pistevieraat.
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Todistus. Olkoon Ha N Hc epétyhja. Nyt on olemassa alkio b siten, etté
be Ha ja b e Hc. Vastaavasti, kuin Lemman todistuksessa, saadaan

b=a (mod H) jab=c (mod H),

ja edelleen Lemman [£.16] (3) nojalla a« = ¢ (mod H). Nyt Lemman [4.19]
nojalla Ha = He. O

Maaritelma 4.21. Jos H on ryhman G aliryhmé, niin eridvien sivuluok-
kien médraa kutsutaan aliryvhmén H indeksiksi ryhméassa G. Olkoon luku n
aliryhmén H indeksi ryhméssd G. Talloin kiytetddn merkintdd [G : H] = n.

MaAiaritelmi 4.22. Ryhmén G aliryvhmai H sanotaan normaali aliryhmdksi,
jos kaikkien ryhmén G alkioiden méaard&méat oikean- ja vasemmanpuoleiset
sivuluokat ovat samoja. Toisin sanoen

Ha=aH
kaikilla a € G.

Lemma 4.23. Olkoon G ja H ryhmid joiden vilinen kuvaus f : G — H
on homomorfismi, jonka ydin on ker f. Tdlléin ydin ker f on ryhmdin G
normaali aliryhmd.

Todistus. 4], s.264. O

Lause 4.24. Olkoon H ryhmdin G aliryhmd, jonka indeksi on 2. Talloin H
on normaali aliryhmd.

Todistus. Koska aliryhmin H indeksi on 2, niin ryhméin G oikeanpuoleiset
sivuluokat ovat H ja Hg jollekin ¢ € (. Vastaavasti vasemmanpuoleiset
sivuluokat ovat H ja aH jollekin a € G. Koska [G : H] = 2, niin saadaan
{H,Hg} = {H,aH}. Koska H # Hg,aH, niin on oltava, ettd Hg = aH.
Huomataan myds, ettd Ha on ryhmén G oikeanpuoleinen sivuluokka. Koska
ryhmélla H on vain kaksi erillistd sivuluokkaa ja a ¢ H, niin Ha = Hg, ja
siten
Ha = aH.

O

Lemma 4.25. Ryhmdin G aliryhmdn H seuraavat ominaisuudet ovat ekvi-
valentteja:

(1) H on ryhmdn G normaali aliryhmd,
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(2) a*Ha C H kaikilla a € G, missi a™*Ha = {a"‘halh € H},

(3) aHa™' C H kaikilla a € G, missi aHa ' = {aha™'|h € H},

(4) a *Ha = H kaikilla a € G,

(5) aHa™' = H kaikilla a € G.

Todistus. 4], s.251. O
Lemma 4.26. Olkoon N ja M ryhmdin G normaaleja aliryhmid siten, ettd
NNM={e). Josa€ M jabe N, niin ab = ba.

Todistus. Olkoot a € M ja b € N. Tarkastellaan alkiota a=*b~'ab. Koska M
on normaali aliryhmé, niin Lemman m (2) nojalla b='ab € M. Koska M
on suljettu laskutoimituksen suhteen tiedetdén, etta

a ‘v tab=a (b "'ab) € M.

Vastaavasti koska ryhmé N on normaali aliryhmé, niin a=*b~'a € N ja koska
b € N saadaan
a 'vtab = (a b 'a)b € N.

Néin ollen
a'brtabe MNN = (e).

Operoimalla puolittain vasemmalta alkiolla ba saadaan ab = ba. 0

4.3 Tekijaryhmét

Lause 4.27. Olkoon N ryhmdn G normaali aliryhma. Mdadritelldin joukossa
G/N laskutoimitus (Na)(Nc) = Nac kaikilla a,c € G.

(1) Tdlloin G/N on ryhmd.
(2) Jos G on ddrellinen ryhma, niin ryhmdn G/N kertaluku on |G|/|N]|.
(3) Jos G on Abelin ryhmd, niin mydés G/N on Abelin ryhmd.

Todistus. (1) Koska (Na)(Ne) = Na ja (Ne)(Na) = Na, niin sivuluokka
Ne on neutraalialkio. Koska

(Na)(Na™') = Naa™' = Ne = Na"'a = Na 'Na,
niin sivuluokan Na kifnteisalkio on sivuluokka Na~—'. Koska

[(Na)(ND)|(Nc) = (Nab)(Nc) = Nabc = (Na)(Nbc) = (Na)[(Nb)(Nc)],
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niin laskutoimitus on liitdnn&inen ja néin ollen N/G on ryhmé.

(2) ja (3) [], s.256. O
Lemma 4.28. Olkoon H ryhmdin G normaali aliryhmd ja a € G. Tdlloin
(Ha)" = Ha™ kaikillan € Z. .

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Tapaus n = 0 on selvé, silla nollapo-
tenssin miiritelméin ja Lauseen nojalla (Ha)? = He = Ha". Oletetaan
seuraavaksi, ettd viite (Ha)" = Ha" pétee jollekin n € Z,. Nyt

(Ha)"*' = (Ha)"(Ha) = (Ha")(Ha) = Ha"a = Ha™*",

joten viite péatee induktiotodistuksen nojalla kaikilla n > 0.
Lopuksi jos n < 0, niin —n > 0, joten potenssien méairitelmén ja Lauseen

nojalla
(Ha)" = ((Ha)™")™ = (Ha™)™" = H(a™")™" = Hd".
OJ
Maaritelmi 4.29. Olkoon G ryhmé ja N sen normaali aliryhméa. Tall6in

ryhméd G/N tarkoittaa ryhman G tekijiryhmdd. Ryhma G/N muodostuu
ryhmén G kaikkien oikeanpuoleisten sivuluokkien yhdisteesté.

Lause 4.30. Olkoon N ryhmdn G normaali aliryhma. Jos K on ryhmdn
G/N mikd tahansa aliryhmd, niin K = H/N, missd H on ryhmdin G aliryh-
md, joka sisdltdd ryhmdn N.

Todistus. [4], s.268. O

Lause 4.31 (Lagrangen lause). Jos K on ddrellisen ryhmdan G aliryhmd,
niin |G| = |K|[G : H|. Erityisesti ryhmdn K kertaluku jokaa ryhmin G
kertaluvun.

Todistus. Jos A ja B ovat erillisid ddrellisid joukkoja, niin |AUB| = |A|+|B].

Oletetaan, ettd ryhmén G oikeanpuoleisten K-sivuluokkien lukuméaérd on n

ja merkitddn naita erillisind sivuluokkina Kcy, Kca,. .., Kc,. Télloin
G=KcgUKeU---UKec,.

Koska Lauseen nojalla sivuluokat ovat erillisid, niin

17



Jokaiselle ¢; on kuitenkin voimassa |K¢;| = |K| Lemman nojalla. Ndin
ollen
G| = K|+ |K|+ -+ |K|=|K|n = [KI[[G: K]

Vv
n kpl

Lemma 4.32. Olkoon G aarellinen ryhmd, jolle |G| = k.

(1) Jos a € G, niin alkion a kertaluku jakaa ryhmdin G kertaluvun.
(2) Tilloin a* = e kaikilla a € G.

Todistus. (1) Jos alkion a € G kertaluku on n, niin Lauseen nojalla
syklisen aliryhmiin (a) kertaluku on n. Lauseen nojalla n jakaa ryhmin
G kertaluvun k.

(2) Jos alkion a € G kertaluku on n, niin téllin kohdan (1) nojalla n | k,
olkoon k = nt. Nyt a* = a™ = (a")! = ¢! = e. O

Huomautus 4.33. Lause [3.23] eli Eulerin lause saadaan Lemman [£.32] sivu-
tuotteena seuraavasti:

Ryhmissi Z, on ¢(m) alkiota, joten |Z* | = ¢(m). Olkoon [a] € Z,, siten,
ettd syt(a,m) = 1. Talloin [a] € Z7, ja nyt Lemman kohdan (2) nojalla
[a®™)] = [1]. Siten [a®™)],, = [1],, joten Lemman nojalla a®™ =
1 (mod m).

Huomautus 4.34. Lemman seurauksena joukko Z, \ [0], missi p on al-
kuluku, muodostaa aina hyvin maééritellyn syklisen Abelin ryhmén, jonka
kertaluku |Z,| = ¢(p) = p — 1, kertolaskun suhteen.

Lemma 4.35. Olkoot H ja K kaksi erillistd ddrellisen ryhmdn G aliryhmdd
ja olkoon ryhmdn H kertaluku jokin alkuluku p. Tdlléin

HNK = (e).

Todistus. Ryhmien H ja K muodostaman leikkauksen H N K taytyy olla
molempien ryhmien alirvhmé. Lagrangen lauseen nojalla |HN K| | |H|, joten
|HN K| = p tai 1. Koska ryhmét ovat eridvit, niin HNK # H, jasiten HNK
on joukon H aito osajoukko. Niin ollen |H N K| < |H|, joten |H N K| =1,
ja edelleen H N K = (e).

O

Lemma 4.36. Jos ryhman G aliryhmille H jo K pitee H N K = (e), niin
talloin |HK| = |H|| K|, missd

HK ={hk|he H ke K}.
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Todistus. Olkoot hy,hy € H ja ki,koy € K siten, ettd hik; = hoko. Nyt
operoimalla alkioilla h;' ja k; ' saadaan

hithikikyt = hythokoky !,

mist#i saadaan kiky ' = hy'hy. Oletuksen nojalla kuitenkin HNK = {e), joten
klk:;l —e= hl_lhg. Edelleen saadaan, ettd hy = hq ja ki = ko. Ryhmén HK
jokainen alkio voidaan néin ollen kirjoittaa yksikésitteisesti muodossa hk ja
siten |HK| = |H||K|. O

5 Adrellisten Abelin ryhmien ominaisuuksia

Téassé luvussa perehdytadn dérellisiin Abelin ryhmiin sekd niiden ominai-
suuksiin. Téssé luvussa Abelin ryhmille kiytetdsin laskutoimitusta + ja neut-
raalialkiota 0. Luvun térkein tulos on Lause jonka avulla kaikki dérel-
liset Abelin ryhmaét voidaan luokitella isomorfian mukaisesti.

Lause 5.1. Olkoot Ny, Na, ..., Ny Abelin ryhmdn (G, +) normaaleja aliryh-
mid siten, ettd ryhmdn G jokainen alkio voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti
muodossa ay + as + -+ - + ag, kun a; € N;. Tdlloin G on isomorfinen suoran
summan N1 ® No D --- D Ni kanssa.

Todistus. [4], s.283. Maéritelladn kuvaus f : Ny @ No @ --- &d Ny — G
asettamalla
f(a17a27'~‘7a/k) =a1+ay+ -+ a.

Koska jokainen ryhmén G alkio voidaan kirjoittaa muodossa a1 +as+- - -+ay,
niin oletuksen nojalla f on surjektiivinen.

Jos f(al, as, . .. ,CLk) = f(bl, bQ, . ,bk), niin a;tas+---+ap = b1+b2+' : '+bk.
Yksikésitteisyyden nojalla a; = b; jokaisella ¢ (1 <i < k). Néin ollen

(a17a27"'7ak):(blvb27"'7bk)ENl@NZ@'“@Nka

ja f on injektiivinen.

Osoittaaksemme, ettd f on homomorfismi tiytyy ensin osoittaa, ettd IN; N
N; = (0) kun i # j. Jos a € N; N N;, niin a voidaan kirjoittaa kahtena eri
tulona

O+ +a++0+-40=a=0+-40+-Fa+...4+ 0
T T T T T T T T
Ny N; N; N, N N, N; Np.
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Yksikésitteisyydestd seuraa, ettd aliryhméan N; alkioiden taytyy olla sa-
mat, joten a = 0. Néin ollen, N; N N; = (0), kun ¢ # j. Lemman nojalla
a; +b; = b; + a; kaikille a; € N; ja b; € N;, joten

fllar, ... ak) + (b1, ..., bk)] = f(ar + b1, ..., a + by)
=y + by 4 as+ by + ag + b + -+ ag + by
=y +as+ by + by +ag+ by + -+ ag + by
=a1+az+b+az+by+bg+ -+ ap+ by
= a1+ as+az+ by + by + by + - + ag + by.

Jatkamalla tatd operointia saamme siirrettya kaikki alkiot ay, ..., a; vasem-
malle kunnes saamme

f[(al,...,ak)—|—(b1,...,bk)]:(a1+a2+-~-—|—ak)—I—(bl+b2—|—~--+bk)
:f(al,ag,...,ak)—|—f(b1,bz,...,bk).

Niin ollen f on homomorfismi ja siten myos isomorfismi. 0

Lause 5.2. Olkoot N ja M ovat ryhmdn (G, +) normaaleja aliryhmid siten,
etti G =N+ M ja NN M = (e). Tilloin G = N & M.

Todistus. 4], s.285. Oletuksen nojalla ryhmén G jokainen alkio voidaan
kirjoittaa muodossa n + m, missa n € N ja m € M. Oletetaan, ettd ryhmén
G alkiolla m + m on toinen esitystapa n’ + m/, missi n’ € N jam’ € M.
Lisaamilld yhtiloon

n+m=n"+m

puolittain vasemmalta —n’ ja oikealta —m saadaan

—n'+n+m—-—m=-n"+n"+m —m,

joten
- +n=m"—m.

Koska —n' +n € N jam’ —m € M ja NN M = (0), niin
—n'+n=e=m'—m.
Talloin valttaméatta n = n’ ja m = m/, eli jokainen ryhmén G alkio voidaan

kirjoittaa yksikésitteisesti muodossa n + m. Koska N ja M ovat ryhméin G
normaaleja aliryhmié, niin Lauseen nojalla G =2 N @& M. O
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Maiéaritelma 5.3. Jos G on Abelin ryhmaé ja p on alkuluku, niin merkinta
G(p) tarkoittaa ryhmén G alkioiden joukkoa, joiden kertaluku on jokin luvun
p potenssi. Toisin sanoen

G(p) ={a € G| |a| = p" jollekin n > 0}.
Huomautus 5.4. Ryhmén (G, o) alkioiden potenssit méadriteltiin seuraavasti

a*=agoao---0q.
N’

n kpl

Ryhmén (G, +) potensseille kiytetddn seuraavaa monikertamerkintii

no=ag+a+---+a.

~
n kpl

Monikerta esitykselld Lemman yhtélot ovat seuraavat:
(1) na+ma = (n+m)a,

(2) (na)m = nam

(3) (na) ' =n(a')=n-(—a) = —na.

Lemma 5.5. Jos (G,+) on Abelin ryhmd ja p on alkuluku, niin tdlloin G(p)
on ryhmdn G aliryhmd.

Todistus. Joukko G(p) on epityhji, sillid [0] = p° € G(p).

Olkoot a,b € G(p). Télloin |a| = p™ ja |b] = p™ joillekin n,m > 0. Huo-
mautuksen [4.10] nojalla | — a| = |a] = p", joten —a € G(p). Koska G(p) on
madrittelynsd nojalla vaihdannainen ja p"a = 0 = p™b, niin Lemman ja
Huomautuksen nojalla saadaan

P a+b) =p"p™(a+b) = p"(p"a) + p"(p"'b) = 0.

Néin ollen Lauseen (1) nojalla |a + b| jakaa luvun p"*™. Alkio |a + b| on
siten luvun p ei negatiivinen potenssi ja siten a + b € G(p). 0

Lause 5.6. Olkoon G Abelin ryhmd ja alkion a € G kertaluku ddrellinen.
Tdlléin
a=aj;+a+ ...+ a,

kun a; € G(p;), missi p1,...,p; ovat ne erilliset alkuluvut, jotka jakavat
alkion a kertaluvun.

21



Todistus. [4], s.290. Todistetaan viite induktiolla alkutekijéiden méérén suh-
teen. Jos |a| on jaollinen vain ja ainoastaan alkuluvulla py, niin t&lléin alkion
a kertaluku on luvun p; potenssi, ja siten a € G(p1). Néin ollen viite pitee,
jos kertaluvulla |a| on vain yksi alkutekija p;. Oletetaan induktiivisesti, etta
véite patee kaikille alkioille, joiden kertaluku on jaollinen korkeintaan k& — 1
kappaleella eri alkulukuja ja oletetaan, ettd |a| on jaollinen eri alkuluvuilla
D1y, P TallSIn |a| = pi*---piF, missd r; > 0. Olkoon m = p3*---p* ja
n = pi', joten |a| = mn. Télléin syt(m,n) = 1 ja Lemman nojalla on
olemassa luvut u,v € 7 siten, ettd 1 = mu + nv. Téstd ja Lemmasta [4.2
seuraa, etta
a = la = (mu+ nv)a = mua + nva.

Mutta mua € G(p1), koska alkion a kertaluku on mn ja siten
pit(mua) = (nm)ua = u(mna) = u0 = 0.

Vastaavasti m(nva) = 0. Nyt Lauseen nojalla alkion nva kertaluku jakaa
luvun m. Koska luvulla m on k£ — 1 kappaletta eridvid alkulukutekijoitéd, niin
induktio-oletuksesta seuraa, ettd nva = ay + ag + - - - + ax, missi a; € G(p;).
Merkitdan a; = mua, talléin

a =mua+ nva = ay; + as + -+ + ag,

kun a; € G(p;). Néin ollen véite patee induktio-oletuksen nojalla. O

Lause 5.7. Jos (G,+) on ddrellinen Abelin ryhmd, niin
G = G(p) ®G(p2) - @ G(py),

missd Py, P2, - - -, P ovat erilliset alkuluvut, jotka jakavat ryhmdn G kertalu-
VU,

Todistus. [4], .291. Jos a € G, niin Lemman nojalla sen kertaluku jakaa
ryhmén G kertaluvun. Niin ollen Lauseen nojalla a = a; + - - - + a4, kun
a; € G(p;). Todistetaan, ettd kyseessi on yksikdsitteinen esitys. Oletetaan,
etta

CL1+CL2+"‘+(It:b1+b2+“'+bt,

missi a;,b; € G(p;). Koska G on Abelin ryhmé, niin
CLl—bl = (bg—a2)+-~+(bt—at).

Lemman nojalla b; — a; € G(p;) kaikille i, joten alkion b; — a; kertaluku
on luvun p; potenssi p;’. Lisiksi koska G(p) on vaihdannainen, niin Huomau-
tuksen [4.3|nojalla n(a +b) = na+nb. Jos m = py* ... p;*, niin m(b; —a;) =0
kaikilla 7 > 2, joten

m(a; —by) =m(by —as) +...+m(by —a;) =0+ ---+0=0.
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Myoskin alkion (a; —by) kertaluvun tdytyy jakaa luku m Lauseen nojalla.
Mutta a; — by € G(p1), joten sen kertaluku on luvun p; potenssi. Nyt ainoa
luvun p; potenssi, joka jakaa luvun m = ph?...p;* on p? = 1. Niin ollen
a; — by = 0 ja siten a; = b;. Vastaavat argumentit osoittavat kaikille i =
2,...,t, ettd a; = b;. Niin ollen jokainen ryhmén G alkio voidaan kirjoittaa
yksikésitteisesti muodossa a; +as+. .. +ay, missd a; € G(p;) ja siten Lauseen

[b.1] nojalla
G=G(p)@G(p2) &--- @ G(pr).

OJ

Maaritelma 5.8. Jos p on alkuluku, niin ryhméa G, jonka jokaisen al-
kion kertaluku on jokin luvun p potenssi, kutsutaan p-ryhmdaksi. Edelleen

p-ryhmén G alkiota a sanotaan suurimman kertaluvun alkioksi, jos |g| < |al
kaikilla g € G.

Huomautus 5.9. Olkoon a ryhmén G suurimman kertaluvun alkio. Jos |a| =
p" ja g € G, niin tilléin alkiolla g on kertalukuna p?, kun j < n. Koska
p" = p/p" I, niin p"g = p" I (p’g) = 0. Niin ollen p"g = 0 kaikille g € G.

Lause 5.10. Olkoon (G,+) ddrellinen Abelin p-ryhmda ja olkoon a ryhmdn
G suurimman kertaluvun alkio. Tdlloin on olemassa ryhmdin G aliryhmd K
siten, ettd G = (a) & K.

Todistus. [4], s.292 Olkoon H ryhmén G aliryhmaé, jolle (a) N H = (0) (ai-
nakin H = (0) on téllainen). Koska G on dérellinen, niin on olemassa suurin
aliryhméa K, jolle (a) N K = (0). Lauseen nojalla riittdd osoittaa, ettd
G =(a)+ K.
Oletetaan vastoin véitettd, ettd on olemassa b & (a) + K. Nyt on olemassa
pienin positiivinen kokonaisluku k, jolle p*b € (a) + K, koska G on p-ryhmi,
jasilloin p’b=0= 040 € (a) + K jollekin positiiviselle luvulle j.
Nyt

c=p"b ¢ (o) + K (1)

ja pc = p*b kuuluu joukkoon (a) + K, olkoon
pc=ta+k (teZ,keK). (2)

Jos alkion a kertaluku on p™, niin Huomautuksen [5.9 nojalla p™z = 0 kaikille
r € GG. Yhtéalosta seuraa, etti

P Ha+p" k= p”’l(ta + k) = p”’l(pc) =p'c=0.

Siten, p"~'ta = —p" 'k € (a) N K = (0) eli p"~'ta = 0. Lauseen 4.9 nojalla
p" (alkion a kertaluku) jakaa luvun p"~'¢, joten p | t. Olkoon ¢ = pm. Nyt
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saadaan pc = ta + k = pma + k, ja edelleen k = pc — pma = p(c — ma).
Olkoon
d=c—ma. (3)

Télloin pd = p(c —ma) = k € K, mutta d ¢ K, koska jos ¢ —ma =k’ € K,
niin ¢ = ma+k’ € (a) + K. Tam4 on ristiriidassa yhtélon (1)) kanssa. Joukko
H ={x+ zdlx € K, z € Z} on epétyhjia (0+0d =0 € H) ja H C G.
Toisaalta

(.7}1 + Zld) — (ZL’Q + ng) = (]31 — ZL’Q) + (21 — Zg)d e H

kaikilla x1, 2o € K, 21,29 € Z, joten Lemman nojalla H on ryhméin G
aliryhmé. Lisdksi K C H joukon H méidrittelyn nojalla. Koska d =0+ 1d €
H jad ¢ K, H on suurempi joukko kuin K. Mutta K on laajin aliryhma,
jolle (a) N K = (0), joten vélttaméatta (a) N H # (0).

Olkoon w € (a) N H, w # 0. T&ll6in

w=sa=k +rd (ky € K; r,s € 7). (4)
Nyt p t r, silld jos r = py jollakin y € Z, niin koska pd € K, saadaan
0#w=sa=k +ypd € (a) N K,

miké on ristiriita. Néin ollen syt(p,r) = 1 ja Lemman nojalla voidaan
muodostaa lineaarikombinaatio pu +rv =1, u,v € Z. Nyt saadaan

c=1lc= (pu+rv)ec=u(pc) + v(re)
=u(ta+ k) +v(r(d+ma)) (@) ja @)
=u(ta + k) + v(rd + rma)
u(ta + k) +v(sa — ky +rma)  [({4)]
= (ut +vs+rm)a+ (uk — vky) € (a) + K.

Téama on ristiriidassa ehdon (1)) kanssa. Néin ollen, G = (a) + K ja Lauseen

nojalla G = (a) ® K. O

Lause 5.11 (Adrellisten Abelin ryhmien peruslause). Olkoon (G, +) ddrel-
linen Abelin ryhmd. Tdlldin

GE2K 0K, @... 0K,

missd jokainen K; v =1,...,n, on syklinen ryhmd, jonka kertaluku on muo-
toa p;*, missd p; on alkuluku.
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Todistus. [4], s.293 Lauseen nojalla G on aliryhmiensd G(p;) suora sum-
ma, missd jokainen alkuluku p; jakaa ryhmén G kertaluvun. Koska jokainen
G(p;) on p;-ryhmé, niin osoitetaan, ettd jokainen adérellinen Abelin p;-ryhmé
H on syklisten ryhmien, joiden kertaluku on jokin luvun p; potenssi, suo-
ra summa. Osoitetaan tdmé induktiolla ryhman H kertaluvun suhteen. Kun
|H| = 2, niin alkion h # 0 € H kertaluvun tdytyy olla 2. Tunnetusti jokainen
kahden alkion ryhmé on isomorfinen ryhmén Zs kanssa. Néin ollen véite pé-
tee kun |H| = 2. Oletetaan seuraavaksi, ettd |H| > 2 ja viite pétee kaikille
Abelin p;-ryhmille, joiden kertaluku on pienempi kuin ryhmén H kertaluku.
Olkoon ryhmén H suurimman kertaluvun alkion a kertaluku |a| = p, r € IN.
Talloin Lauseen nojalla H on isomorfinen ryhmén (a) @ K; kanssa. Kos-
ka K; on ryhmén H aliryhmé, niin K; on p}-ryhmé. Nyt induktio-oletuksen
nojalla tiedetién, ettd K; on isomorfinen syklisten aliryhmiensé suoran sum-
man kanssa. Talloin, koska (a) on syklinen ja |a| = pl, viite pétee my0s
ryhmille H = (a) @ K. Viite seuraa induktiotodistuksen nojalla. O

Lause 5.12. Jos syt(m, k) = 1, niin Z,, ® Ly = Ly

Todistus. [4], s.293 Alkion ([1], [1]) € Z,,,®Zy, kertaluku on pienin positiivinen
kokonaisluku ¢, jolle ([0], [0]) = ¢([1],[1]) = ([¢], [t]). Néin ollen ¢ = 0 (mod m)
jat =0 (mod k). Nyt m | t ja k | t, mutta koska syt(m, k) = 1, niin Lemman
nojalla mk | t, ja siten mk < t. Koska mk([1],[1]) = ([mk], [mk]) =
([0], [0]), ja t on pienin positiivinen kokonaisluku, jolle ([0], [0]) = ¢([1], [1]) =
([t], [t]), niin vilttamatta ¢ = mk. Néin ollen Z,,®Z, (ryhm4, jonka kertaluku
on mk) on syklinen ryhmé, jonka virittdd alkio ([1], [1]), ja siten Lauseen [1.14]
nojalla
Liny S Ly = L.

O
Lause 5.13. Josn = p*py?...pi"t ja py, ..., pe ovat eridvid alkulukuja, nim

Z, = Zp7111 @"‘@Zp?t.

Todistus. [4], s.294 Véite pitdd paikkansa ryhmille, joiden kertaluku on 2.
Oletetaan induktiivisesti, etté

Zngpllcl @"'@prty

kaikille & < n. Valitaan m = pi* ja k = py*...py"* < n. Nyt Lauseen no-
jalla Z,, = Zpgq @ Zy.. Yhdistamaélla tdma induktio-oletuksen kanssa saamme

anzp?l @'”@Zp?t'
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Lemma 5.14. Jos (G,+) on Abelin ryhmd ja p on alkuluku, joka jakaa
ryhmdn G kertaluvun, niin ryhmdssia G on alkio, jonka kertaluku on p.

Todistus. [4], s.307. Olkoon p alkuluku, joka jakaa Abelin ryhmén G kertalu-
vun. Lauseen nojalla ryhmalld G on syklinen aliryhmé, jonka kertaluku
on muotoa p¥. Tilléin on olemassa a € G siten, ettdi |a| = p*. Nyt Lauseen

(3) nojalla |a?" | = p, joten ryhmé G sisiltiii alkion jonka kertaluku on
- 0J

6 Luokittelun apuryhmat

Tassa luvussa esitetdén ne ei sykliset ryhmaét, joiden avulla luvussa 8 luokit-
telemme ryhmié isomorfian mukaisesti. Jokainen téssé luvussa esitetty ryhmé
toteuttaa Maéritelmén mukaiset vaatimukset.

6.1 Permutaatioryhmét

Méiritelma 6.1. Olkoon n € IN ja K = {1,2,...,n}. Joukon K kaikkien
permutaatioiden (kaikki bijektiot X' — K) ryhméa S, jonka laskutoimitus
o on kuvausten yhdistdminen, kutsutaan symmetriaryhmdksi.

Merkitdan permutaatioita 2 x n taulukoilla, joissa ensimméisen rivin alkiot
kuvataan niiden alapuolella oleville alkioille.

Esimerkki 6.2. Olkoon K = {1,2,3}. Téll6in

g — 123 123 123 123 123 123
P 123)°\132)°\213)7\231)7\312)7\321 )

Kéytetadn jatkossa ryhmén S, alkioista syklistd merkintdd (ajaqas. . .ay),
1 < k < n, miki tarkoittaa, ettid a; kuvautuu alkiolle as, as kuvautuu al-
kiolle as,..., ar_1 kuvautuu alkiolle a; ja a; kuvautuu alkiolle a,. Kaikki
loput alkiot kuvautuvat itselleen. Tata kuvausta kutsutaan k-sykliksi. Talla
merkinnalld ryhmé S3 on

S3 = {<1)7 (2?’)7 (12)7 (123)7 (132)7 (1?’)}

Miaritelma 6.3. Permutaatio 7 € S,, on parillinen (pariton), jos se voidaan
esittad parillisella (parittomalla) madralla 2-syklej, joita kutsutaan myos
transpositioiksi.
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Huomautus 6.4. Jokainen transpositio on itsensd kiddnteisalkio. Esimerkiksi
(25)(1j) = (4)(7) = (1) kaikilla ¢,5 € S,,.

Maaritelmd 6.5. Ryhmén S, osajoukkoa A,, joka on ryhmén S, kaikkien
parillisten permutaatioiden muodostama, kutsutaan alternoivaksi ryhmdksi.

Lause 6.6. Alternoiva ryhmd A, on ryhmdn S, normaali aliryhmd.

Todistus. |9], s.202. Koska jokainen transpositio on itsensé kdénteisalkio, niin
neutraalialkio (1) voidaan esittad parillisella méérilla transpositioita, ja siten
(1) € A,. Olkoon «, 8 € A,. Télléin « voidaan esittdéd parillisella madral-
14, k, transpositioita. Vastaavasti § voidaan esittdd parillisella méaaralla, [,
transpositioita. Nyt af voidaan esittdd k + [ méarilld transpositioita, joka
on myo6s parillinen ja siten af € A,. Koska A, on dérellinen ja aa € A,
niin vilttimittd o™ = o™ joillekin 0 < n < m. Niin ollen o~ ! = o™ "1,
Koska m —n —1 > 0, niin o' on jokin alkion o« positiivinen potenssi ja siten
a ! € A,. Niin ollen A,, on ryhmén S, aliryhma.
Olkoon 7 € §,, jokin transpositio ja olkoon o € 5, jokin permutaatio. Jos o
on parillinen, niin ¢ € A,. Jos taas ¢ on pariton, niin 7o € A,. Niin ollen
o € 77'A,. Kuitenkin 77 = (1), ja edelleen 7 = 77!, joten o € TA,. Néin
ollen [S, : A,] = 2, ja siten Lauseen nojalla A, on normaali aliryhmi.
O

Lemma 6.7. Olkoon r,s € {1,2,...,n},r # s. Tdlldin alternoiva ryhmd
Ay, kun n > 3, on 3-syklien {(rsk) | 1 <k <n,k #r, s} virittdmd.

Todistus. [5], s.49. O

Lause 6.8. Alternoiva ryhmd A, on ryhmdn S, ainoa aliryhmd, jonka in-
deksi on 2.

Todistus. [15], s.70. Voidaan olettaa, ettd n > 2. Talloin S, sisdltdd jonkin
3-syklin a. Olkoon H C S, aliryhmé, siten ettd [S, : H] = 2. Oletetaan,
ettd o ¢ H. Koska a on 3-sykli, niin || = 3. Jos a~! € H, niin kaikki
syklin a potenssit kuuluvat ryhméaan H, mika tarkoittaa, ettd o € H, joka on
ristiriita, ja siten a~! & H. Koska ryhmin H indeksi on 2, niin alkiot o ja o™*
kuuluvat sivuluokkaan af. Kuitenkin H = aHaH = o*H = o 'H = aH,
joka on ristiriita, ja siten o € H kaikille 3-sykleille o € .S,,. Nyt kaikki 3-syklit
kuuluvat ryhméan H, niin Lemman nojalla A,, C H. Koska oletimme,
ettd [S, : H] = 2 ja Lauseen [6.6] nojalla [S,, : A,] = 2, niin on oltava H = A,
ja siten A, on ainoa ryhmén S, aliryhmé, jonka indeksi on 2.

OJ
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Huomautus 6.9. Ryhmén S,, aliryhmén A,, kertaluku on %' Lauseen to-

distuksen nojalla [S, : A,] = 2 ja Lauseen nojalla |S,| = |A,|[Sn : Anl.

Huomautus 6.10. Koska |Ay| = 4!/2 = 12, ja vain [Sy : A4] = 2, niin alter-
noiva ryhmé A, on ainoa ryhmén S, aliryhmi, jonka kertaluku on 12.

Lause 6.11. Ryhmdssi Ay et ole alkiota, jonka kertaluku on 6.

Todistus. [3], s.3. Olkoon H vastoin viitettd alternoivan ryhmén aliryhmé,
jolle pitee |H| = 6. Télloin Lauseen nojalla [A4 : H] = 2. Osoitetaan,
ettd 22 € H kaikilla € A4. Olkoon = € Ay. Jos x € H, niin selviisti 22 € H.
Jos © € H, niin talléin xH on ryhmén A, vasemmanpuoleinen sivuluokka,
ja xH # H. Koska sivuluokkia on vain kaksi niin tiytyy olla, joko 2*H = H
tai 22H = xH. Oletetaan, etti 2H = xH. Talldin 22 € H, joten 22 = zh
jollekin h € H. Téasta kuitenkin seuraa, ettd x = h € H, mikd on ristiriita.
Tallsin 22H = H, joten 22 € H

Jokainen 3-sykli (abc) € A4, voidaan esittdd neliiden tulona, silld jokaisen 3-
syklin kertaluku on 3. Toisin sanoen (abc) = (abc)* = ((abc)?)?. Tésti seuraa,
ettd jokainen ryhmian A, 3-sykli sisdltyy aliryhmain H. Ryhma A, siséltad
3-syklit (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234) ja (243), miké tarkoittaa,
ettd |H| > 8, joka on vastoin oletusta |H| = 6. Néin ollen ryhméd H ei voi
olla olemassa. Néin ollen ryhmissd A, ei voi olla alkiota, jonka kertaluku
olisi 6. U

6.2 Disykliset ryhmét

Disykliset ryhmaét ovat tietyn tyyppisid ei Abelisia ryhmié, joiden kertaluku
on 4n,n > 1. Ne ovat kertalukua 2 olevien syklisten ryhmien laajennuksia
kertalukua 2n olevilla syklisilld ryhmilla.

Lause 6.12. Disyklinen ryhmd T,, on ryhmd, jonka kertaluku on 4n ja se on
alkioiden a ja b virittamada, kun pdtee

a® =e,b® =a", ba = a 'b.

Lisdkst disyklisten ryhmien, jokainen alkio voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti
muodossa ‘
a'V, 0<k<2n,j=0,1.

Todistus. |11], s.347. O
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Maaritelma 6.13. Yksikkokvaternioiden joukon @ = {1, —1, 1,

muodostamaa ryhméé, jonka laskutaulukko on

Q| 1 -1 i —i j —j k —k
101 -1 i —i § —j k —k
“1|-1 1 —i i —j § -k k
il io—i -1 1 k —k —j
—il—i i 1 -1 -k k j —j
il =i =k k-1 i —i
=i ok -k 1 =1 —i i
k|l k -k j —j —i i -1 1
—k|—k k —j § i —i 1 -1

_i7j7 _jaku _k}

kutsutaan kvaternioryhmdksi. Taulukosta ndhd&dan, ettd 1 on neutraalialkio.
—1, ba = a'b,

Lisiksi kvaternioryhmiin alkioille pitee a* = 1 = e, a? =
missi a,b € {i,—1,j,—J, k, —k}. Kvaternioryhmé on disyklinen ryhmi, jolle

n = 2.

Toinen téarked disyklinen ryhmé on 75, joka muodostuu kun n = 3. Té&ll6in
ryhmé T3, |T| = 12, on alkioiden a ja b virittdma4, joille on voimassa

la] = 6,6 = a®,ba = a~'b.

Ryhmin T3 laskutaulukoksi saadaan

e a a> a® a* a® b ab a’b a®b a*b a’b
ele a a> a a* & b ab a* a®b a* d°b
ala a® o o o e ab a*b a®b a*b a®b b
a’> | a®> a® a* & e a a® a®b a*b d°b b ab
a|a® a* a® e a a® a® a*b a®b b ab a%b
atla* @® e a a® a® a* ad®b b ab a®*b a®b
ala® e a a® a® a* a®b b ab a®b a’b a’b
b | b ab a*b a®b a®b ab a® a* a e a° a*
ab|ab b a®b a*b a®b a*b a* @ & a e
a’b|a’b ab b a®b a*b @b a® ot @ 4> a e
a®bla®h a’b ab b a®b a*b e & d* @ & a
a*b|a*b a®b a’b ab b &b a e @ a* a® a®
a®b|a®b a*b a®b a’b ab b a®> a e a® a* a’.




6.3 Diedriryhmat

Olkoon P, siddnnollinen monikulmio, jolla on n > 3 kylked. Havainnollista-
miseksi sijoitetaan P, siten, ettid sen keskipiste on origossa ja yksi kéirjistd on
negatiivisella z-akselilla. Kéarjet nimetddn vastapdivddn kiertden, aloittaen
kérjesta, joka sijaitsee negatiivisella x-akselilla.

3

it
-

Kuva 1: Monikulmiot Ps5 ja Fs

Sadannollisen monikulmion P, kierto r méaéritellién siten, ettd monikulmiota
P, kierretdén vastapdivdin origon suhteen 360 /n astetta, toisin sanoen kérjet
liikkuvat yhden askeleen eteenpiin.

L /h
= =

Kuva 2: Monikulmion P; kierto

Sadannollisen monikulmion P, peilaus d méaaritelladn kirkien peilauksena z-
akselin suhteen.
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Kuva 3: Monikulmion P peilaus

Maaritelmi 6.14. Diedriryhmdt D,, ovat ryhmié, jotka muodostuvat saéan-
nollisten monikulmioiden P, kaikista kierroista ja peilauksista, sekd niiden
yhdisteisté.

Esimerkki 6.15. Diedriryhmén D3 muodostaa sdinnéllisen monikulmion
P; kierrot 70 = e, 7, r2, peilaus d, ja ndiden yhdisteet rd, r%d.

y y
3 2
1 1
X X
¥ =e 2 r°d =d 3
y y
2 1
3 3
X X
r 1 rd 2
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Huomataan, etti |d| = 2, eli d* = e, ja edelleen d = d~!. Lisiksi huomataan
r? = r=! = drd. Operoimalla drd = r~! puolittain alkiolla d saadaan

drdd = dr = r~'d = r’d.
Niin ollen |Ds| = 6 = 2n, |r| = 3 = n, ja siten
D3 = {r" =e,r,r? d = r"d,rd,r*d}.

Lause 6.16. Diedriryhmda D,, on ryhmd, jonka kertaluku on 2n ja sen virittad
alkiot v ja d siten, ettd

Ir|=n, |d =2, dr=r1d

Todistus. [4], s.315. O

Esimerkki 6.17. Olkoon n = 6. Lauseen nojalla saadaan muodostettua
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diedriryhmélle Dg seuraava laskutaulukko

e roor2 oot S d rd r3d r3d r*d r°d

rlr 2 o ot e rd r?d r3d rid r°d d
r2 2 ot S e v or%d r3d r*d °d d rd
Bl ot S e v 2 3d r'd °d d rd rid
et e o 2 3 rid rd d o ord r?d r3d

™t e roor2 ot dd d rd r3d r3d rid

rid|rtd 3d r?d rd d r°d r* 3 2 r e 7P

rod | r°d r*d r3*d r*d rd d r° r* 3 2 e.

7 Sylowin lauseet

Tassa luvussa kisitelldsin norjalaisen matemaatikon Peter Ludvig Meidell Sy-
lowin (1832-1918) kehittdmii lauseita, jotka antavat erittdin térkeitd tuloksia
ryhmien luokittelua varten. Maaritellddn aluksi muutamia aputuloksia, joita
tarvitaan Sylowin lauseiden todistamisessa.

Maaritelma 7.1. Olkoon G ryhma ja S jokin joukko. Kuvausta G x S — S
kutsutaan ryhmdan G toiminnaksi joukossa S, jos kaikille x € S ja g1,92 € G
on voimassa

eqr = ja (g192)r = g1(gox).

Lause 7.2. Jos ryhmd G toimii joukossa S, niin toiminta muodostaa homo-
morfismin f : G — A(S), missd A(S) on joukon S kaikkien permutaatioiden
muodostama ryhmd.

Todistus. [5], s.90. Jos g inG, niin mééritellddn kuvaus 7, : S — S asetta-
malla 7,(z) = gx. Koska 2 = g(¢g~'z) kaikilla z € S, niin 7, on surjektio.
Vastaavasti yhtalosta gr = gy seuraa

z =g "(g92) =9 (9y) = v,
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joten 7, on injektio. Niin ollen 7, on bijektio ja siten 7, € A(G).
Mééritellddn seuraavaksi kuvaus f : G — A(S) asettamalla f(g) = 7,. Kai-
kille g,¢' € G on f(g99') = 7,9, kuvaus S — S, joka médritelldén asettamalla
T,9 () = gg'z. Toisaalta f(g)f(g') = 7,7, on kuvaus S — S, jolle

(1479 ) (@) = 74(7(2)) = 7,(¢") (x) = gg'x.

Niin ollen f(gg') = f(g9)f(d’), joten f on homomorfismi. O

Lause 7.3. Olkoon G ryhmd ja olkoon joukko S ryhmdin G aliryhmdin H
kaikkien vasemmanpuolisten sivuluokkien joukko. Jos G toimii yli joukon S,
niin talloin muodostuneen homomorfismin [ : G — A(S) ydin kuuluu aliryh-
maan H.

Todistus. |5], $.90. Kun ryhmé G toimii joukon S yli niin Lauseen [7.2| nojalla,
muodostuu kuvaus f : G — A(S), jonka méérittelee kuvaus f(g) = 7,, missi
17, + S = Sja 1 (rH) = grH. Olkoon g € Kerf. Télloin 7, = eg ja
grH = xH kaikille z € (. Erityisesti, kun z = e, niin geH = eH = H, mistéd
seuraa g € H.

]

Seuraavaksi esitellddn jatkon kannalta tarked ryhmétoiminto.

Maiaritelma 7.4. Olkoon G ryhméi ja a,b € GG. Alkiota a kutsutaan alkion
b konjugaatiksi, jos on olemassa x € G siten ettid b = ™ ax.

Lause 7.5. Konjugointi on ekvivalenssirelaatio ryhmassd G.

Todistus. [4], s.304. Jos a on alkion b konjugaatti, eli b = x~'ax, niin kiyte-
taan merkintdd a ~ b. Reflektiivisyys a ~ a pétee, silli a = eae = e lae.
Jos a ~ b, niin b = 2 'az jollekin z € G. Kertomalla vasemmalta alkiolla
ja oikealta alkiolla z~!, saadaan a = zbx™' = (z~1)"bz~!. Siten b ~ a, eli
~ on symmetrinen.

Josa~bjab~c, niin b=z tax ja c = y~'by joillekin =,y € G. Edelleen

c=y (@ ax)y = (y a7 a(zy) = (zy) " a(zy).

Néin ollen a ~ ¢ ja konjugointi on siten transitiivinen. Yhdistamalld kaikki
saadaan, ettd konjugointi on ekvivalenssirelaatio ryhméssa G. 0

Huomautus 7.6. Konjugaattirelaation muodostamia ekvivalenssiluokkia ryh-
missd G kutsutaan konjugaattiluokiksi. Alkion ¢ muodostama konjugaatti-
luokka sisdltéad kaikki ne ryhmén G alkiot, jotka ovat alkion a konjugaatteja.
Koska kyse on ekvivalenssiluokista, niin konjugaattiluokat ovat joko identti-
set tai pistevieraat ja G on sen erillisten konjugaattiluokkien yhdiste.
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Yleistetddn konjugointi myo6s aliryhmille:

Maaritelma 7.7. Olkoon H ryhmén G kiinnitetty aliryhmai ja olkoot A ja
B mitka hyviansa kaksi muuta aliryhméa. Jos on olemassa x € H siten, etti

B=a"Ar = {z 'ax | a € A},

niin sanotaan, ettd ryhma A on H-konjugaatti ryhmén B kanssa. Erikoista-
pauksessa, jossa H = (G sanotaan, ettd A on ryhmén B konjugaatti tai toisin
pain.

Huomautus 7.8. H-konjugointi on ekvivalenssirelaatio kaikkien aliryhmien
joukossa. Téamé todistetaan vastaavasti kuin Lauseessa [7.5] kiyttamalla ali-
ryhmid A, B, C alkioiden a, b, ¢ sijaan.

Seuraavaksi esitellidn kaksi tdrkedd aliryhméd, sekd niiden olennaisimpia
ominaisuuksia.

Miaritelmi 7.9. Olkoon G ryhmi ja a € G. Alkion a keskittaja C(a)
koostuu kaikista ryhmén G alkioista, joille

Cla) ={g € G| ga = ag}.
Lemma 7.10. Jos G ryhmd on ja a € G, niin C(A) on ryhmdn G aliryhmd.

Todistus. [4], s.305 Koska ea = ae, niin e € C(a), joten C(a) ei ole tyhji
joukko. Jos g, h € C(a), niin

(gh)a = g(ha) = g(ah) = (ga)h = (ag)h = a(gh).

Siten gh € C(a), ja C(a) on suljettu laskutoimituksen suhteen. Kertomalla

ga = ag puolittain vasemmalta ja oikealta alkiolla ¢! saadaan ag~' = ¢~ 'a,
joten jos g € C(a), niin myds g~' € C'(a). Néin ollen Méiéritelméinnojalla
C(a) on ryhmén G aliryhma. O

Maaritelmd 7.11. Jos G on ryhmé, niin sen osajoukkoa
Z(G) ={a € G| ag = ga kaikille g € G}
kutsutaan ryhmén G keskukseksi.

Lause 7.12. Olkoon G ryhmd. Tdlloin keskus Z(G) on ryhmdn G normaali
aliryhmd.
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Todistus. [4], s.206. Jokaiselle g € G on voimassa eg = g = ge. Néin ollen
e € Z(G), ja keskus ei ole tyhja. Jos a,b € Z(G), niin kaikille ¢ € G on
voimassa ag = ga ja bg = gb. Nyt

ablg=ablge =ab tgbb™! = ab lbgb™! = agb™ = gab?,

ja niin ollen ab™! € Z(G), joten Z(G) on ryhmin G aliryhmi Lemman
nojalla. Olkoon = € Z(G). Nyt kaikille g € G on voimassa

grg ' = g9 v =z € Z(G),

joten Z(G) on normaali aliryhmaé. O

Lause 7.13. Jos G on ryhmd ja sen tekijiryhma G/Z(G) on syklinen, niin
talloin G on Abelin ryhmd.

Todistus. [4], s.260. Koska G/Z(G) on syklinen, niin silld on virittajdalkio
Z(G)d. Jokainen sivuluokka ryhmissi G/Z(G) on Lemman [1.28 nojalla muo-
toa (Z(G)d)* = Z(G)d* jollekin k € Z.

Olkoot a,b € G. Koska a = ea € Z(G)a, ja koska Z(G)a = Z(G)d" jollekin
i, niin a = z;d" jollekin z; € Z(G). Vastaavasti b = 2od’. Nyt d'd’ = d' =
At = d'd', ja keskuksen méadritelméin nojalla z; sekél z, ovat vaihdannaisia
jokaisen ryhmén G alkion kanssa. Saadaan

ab = (21d")(zad) = 2120d'd = 2o d" = (20d?)(21d") = ba,
joten G on Abelin ryhma. OJ

Lause 7.14. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja a € G. Konjugaattiluokan a
alkioiden mdadrd on aliryhmdn C(a) indeksi ryhmdssi G (|G : C(a)]) ja se
jakaa ryhmdn G kertaluvun.
Todistus. [4], s.305. Olkoon S ryhméan G keskittdjin C(a) oikeanpuolisten
sivuluokkien muodostama joukko. Olkoon K(a) alkion a € G muodostama
konjugaattiluokka. Madritelldan kuvaus f : S — K(a) asettamalla f(C(a)z) =
r~taz. Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on bijektio. Koska konjugointi on sym-
metrinen, niin f(C(a)z) € K(a) kun z € G.
Olkoon z,y € G siten ettd C(a)x = C(a)y. Téstd seuraa
C(a)r = Cla)y & zy* € Cla [Lemma [£.19]

& (ry Ha = alzy™) [Keskittajan méaritelmi]

sa=(vy ) lalry™')  [kerrotaan (zy~')”' puolittain vasemmalle]

& a=yx 1axy ! [Lemma [1.4]

Sy tay = lax [kerrotaan puolittain y ' vasemmalle ja y oikealle]

[

& [(Cla)y) = f(Cla)z).

kuvauksen f médritelmé]
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Jos f(C(a)z) = f(C(a)y), niin C(a)xr = C(a)y, joten f on injektiivinen.
Toisaalta f on surjektiivinen, koska mielivaltainen alkion a konjugaatti u=tau
on sivuluokan C(a)u kuva. Kuvaus f on siten bijektio, ja siksi joukon S

alkioiden méaérd on sama kuin konjugaattiluokan K alkioiden méaéra. Lauseen
nojalla indeksi [G : C'(a)] jakaa kertaluvun |G|. O

Seuraavaksi esittelemme kolme tapaa esittdd ryhmé G konjugaattiluokkiensa
avulla.

Olkoon G ryhmi ja olkoot C7,C5, ...,y ryhman G erilliset konjugaatti-
luokat, eli G = C; U Cy U --- U C;. Koska erilliset konjugaatti luokat ovat
pistevieraita, niin

|G| =|CLUCyU---UC] =|Cy| 4+ |Co| + -+ - + |Cy]. (5)

Valitaan yksi alkio a; jokaisesta konjugaattiluokasta C;. Lauseen nojalla
|Ci| =[G : C(a;)], joka jakaa ryhmén G kertaluvun. Nyt yhtélo (5) saadaan
muotoon

|Gl =[G Cla)| +1G : Clag)| + -+ + ]G : Clag)]. (6)

Jos ¢,z € G, niin télléin cz = xc jos ja vain jos 2 'cx = c. Talloin ¢ kuu-

luu ryhmén G keskukseen, jos ja vain jos alkiolla ¢ on ainoastaan yksi konju-
gaatti, se itse. Néin ollen ryhmén G keskus Z(G) on ryhmén G yksialkioisten
konjugaattiluokkien yhdiste. Nyt yht&lo (5)) voidaan kirjoittaa muodossa

Gl =[Z(G)] + |G|+ [Co| +--- + |G, (7)

missd konjugaattiluokat Cy,Cs, ..., C, ovat ryhmin G konjugaattiluokkia,
joiden kertaluku on suurempi kuin yksi, ja kertaluku jakaa ryhméan G kerta-
luvun.

Yhtaloita (), (6) ja (7) kutsutaan luokkayhtdldiksi.

Nyt olemme esittdneet tarvittavat aputulokset, jotta voimme todistaa Sy-
lowin ensimméisen lauseen.

Lause 7.15 (Sylowin ensimmadinen lause). Olkoon G ryhmd. Jos p on alku-
luku ja p* jakaa ryhmin G kertaluvun, niin ryhmélld G on aliryhmd, jonka
kertaluku on p".

Todistus. 4], s.307. Kéytetddn induktiotodistusta. Jos ryhmén G kertaluku
on 1, tillsin p® on ainoa alkuluvun potenssi, joka jakaa ryhmén G kertaluvun,
ja ryhméi G on itse aliryhmé, jonka kertaluku on p°.

Olkoon G ryhmd, jolle |G| > 1. Oletetaan induktiivisesti, ettd lause on tosi
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kaikille ryhmille, joiden kertaluku on pienempi kuin ryhmén G kertaluku.
Yhdistdmélld luokkayhtélot (6)) ja (7) ryhmélle G saadaan

Gl =12(G)[+ ]G : Clar)| + |G : Clag)[ +--- + |G : Clar)],

missi [G : C(a;)] > 1 kaikille i. Huomioidaan, ettd |Z(G)| > 1 ja |C(a;)| <
|G| (koska [G : C(a;)] # 1).
Oletetaan ensin, ettd on olemassa indeksi j siten, ettd [G : C(a;)] ei ole
jaollinen luvulla p. Nyt Lemman nojalla luvun p* tiytyy jakaa kertalu-
ku |C(a;)|, koska oletuksen nojalla luku p* jakaa ryhmin G kertaluvun, ja
Lauseen [4.31| nojalla |G| = |C(a;)|[G : C(a;)]. Koska aliryhmin C(a;) kerta-
luku on pienempi kuin ryhméin G kertaluku, niin induktio-oletuksen nojalla
aliryhmélld C(a;) on aliryhmi jonka kertaluku on p*. Tisté seuraa, etti ryh-
milli G on aliryhmi, jonka kertaluku on p*.
Jos taas p jakaa indeksin [G : C(q;)] kaikilla ¢, niin p jakaa myds luvun
G| —[G: Clay)] —--- =[G : Clay)] = |Z(G)], silld p jakaa ryhmén G ker-
taluvun |G|. Koska Z(G) on Abelin ryhmé, niin Lemman nojalla Z(G)
sisaltda alkion ¢, jonka kertaluku on p.
Olkoon N alkion c virittama syklinen ryhmad, tilloin syklisen ryhmén N ker-
taluku on p. Olkoon n € N. Koska N C Z(G), niin g ~'ng = g 'gn =n € N,
ja siten Lemman nojalla ryhma N on ryhmén G normaali aliryhma.
Nyt tekijairyhméan G/N kertaluku |G|/p on pienempi kuin ryhmén G kerta-
luku, ja jaollinen luvulla p*~!. Induktio-oletuksen nojalla ryhmélld G/N on
aliryhmi K, jonka kertaluku on p*~!. Lauseen nojalla on ryhmaélld G on
olemassa aliryhmi H, siten etti N C H ja K = H/N. Lauseen nojalla
saadaan

[H| = |N|- |[H/N| = |N| - || = pp L = "

Niin ollen ryhmilld G on aliryhmi, jonka kertaluku on p*. 0

Havainnollistetaan Sylowin ensimmaista lausetta esimerkilla.

Esimerkki 7.16. Olkoon G ryhmi, jonka kertaluku on 3600 = 2* - 32 - 52.
Sylowin ensimmaéisen lauseen nojalla ryhmélld G on ainakin yksi aliryvhmé
kertaluvuilla 2,4,8 ja 16 (kun p = 2). Téllaisia aliryhmié voi kuitenkin olla
useampia. Vastaavasti ryhmaélla G on vdhintdén yhdet kertalukua 3,5,9 ja
25 olevat aliryhmét.

Sylowin ensimméinen lause antaa seuraavan erikoistapauksen.

Seuraus 7.17 (Cauchyn lause). Olkoon G ryhmda, jonka kertaluvun alkuluku
p jakaa. Tédlloin ryhmd G sisdltdd alkion, jonka kertaluku on p, toisin sanoen
a? =e € G.
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Maaritelma 7.18. Olkoon G ryhmai ja p alkuluku. Olkoon p” suurin luku,
joka jakaa ryhmén G kertaluvun. Ryhmin G aliryvhméi, jonka kertaluku on
p" kutsutaan Sylowin p-ryhmdksi.

Ennen kuin todistamme Sylowin toisen ja kolmannen lauseen tarvitsemme
vield muutamia aputuloksia.

Lemma 7.19. Olkoon K ryhmdn G aliryhmd ja x € G. Tdlloin ryhmd
'Kz = {27 kx| k € K} on isomorfinen ryhmin K kanssa.

Todistus. 4], s.300. Méaritellidn kuvaus f : G — G asettamalla f(a) =
r laz. Todetaan f isomorfismiksi. Ensinnikin

fa)f(b) = (27 az)(a™"bx) = 2~ 'abs = f(ab),
joten f on homomorfismi. Toisaalta kaikilla a € G pétee
f(rax™) = 27 (zaz ")z = eae = a,

joten f on surjektiivinen.

Oletetaan, ettd f(a) = f(b). Tallsin 2 'ax = 7 bx, ja supistamalla puolit-
tain saadaan a = b, joten f on injektiivinen. Néin ollen f on isomorfismi.
Nyt kdyttamailld kuvausta f aliryvhmiin K saadaan

f(K)=2"Kux.

Niin ollen aliryhmi 'Kz on isomorfinen aliryvhmin K kanssa. 0

Lemman seurauksena on, ettd jos K on Sylowin p-ryhmi, niin myos
x 'Kz on Sylowin p-ryhmi.

Maaritelmd 7.20. Olkoon G ryhmé ja A sen aliryvhmé. Joukkoa
NA)={geCG|g ' Ag=A}
kutsutaan ryhman A normalisoijaksi.

Lause 7.21. Jos A on ryhmdn G aliryhmd, niin tdlléin normalisoija N(A)
on ryhmdn G aliryhmd ja A on ryhmdn N(A) normaali aliryhmd.

Todistus. [4], s.309. Osoitetaan ensin, ettd A C N(A). Olkoon a € A. Kos-
ka A on aliryhmi, niin kaikilla b € A on voimassa a 'ba € A ja siten
a~tAa C A. Toisaalta kaikilla b € A on voimassa b = a '(aba™')a ja si-
ten A C a 'Aa. Niin ollen A = a~!Aa ja normalisoijan midritelmésti seu-
raa, ettd A C N(A). Todistetaan seuraavaksi, ettd g € N(A) jos ja vain jos
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Ag = gA. Oletetaan, ettd g € N(A). Tallgin normalisoijan mééritelméan no-
jalla g71Ag = A. Kertomalla timi puolittain alkiolla g saadaan Ag = gA.
Oletetaan seuraavaksi, ettd Ag = gA. Nyt kertomalla tdmé puolittain alkiolla
g~ ! saadaan g7'Ag = A, joten g € N(A). Nyt normalisoijan méiritelmésté
seuraa, ettd A on ryhmén N(A) normaali aliryhma.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd N(A) on ryhmén G aliryhmaé. Selvéstie € N(A),
joten N(A) ei ole tyhji joukko. Jos g,h € N(A), niin

(gh)'Agh = h™'g ' Agh = h ' Ah = A,

joten gh € N(A) ja N(A) on suljettu laskutoimituksen suhteen. Nyt kerto-
malla yhtilod Ag = gA puolittain termillid ¢~! saadaan A = gAg~! ja niin
ollen g=' € N(A). Niiin ollen N(A) on ryhmén G aliryhmé Miéritelméin
nojalla.

O

Lause 7.22. Olkoon A ja H ryhmdan G aliryhmid. Ryhmdn A erillisten
H-konjugaattien mddrd (aliryhmien mddrd, jotka kuuluvat ryhmdn A H-
kongjugaatin muodostamaan ekvivalenssiluokkaan) on [H : H N N(A)], ja se
jakaa ryhmdn H kertaluvun.

Todistus. [4], s.309. Olkoon S ryhmén H aliryvhmén HNN(A) oikeanpuolisten
sivuluokkien joukko ryhmissd H. Olkoon K(A) ryhmén A H-konjugaattien
muodostama joukko. Maaritellaan kuvaus f: S — K(A) asettamalla

f(HNN(A)z) =2 azx.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on bijektio. Koska konjugointi on symmetri-
nen, niin f((HNN(A))x) € K(A) kun z € G.
Olkoon x,y € H, siten ettd (H N N(A))x = (H N N(A))y. Tastd seuraa

(HNN(A))x = (HNON(A))y

s ay ' € HNN(A) [Lemma

& (zy ) T Azy ' = A [normalisoijan mééritelms)

o A=y Azy™! [Lemma [4.4]

oy Ay = o Az [kerrotaan puolittain ¢y~ vasemmalle ja y oikealle]

< f(HNN(A)y) = f((HNN(A))z). [kuvauksen f médritelmé]
Jos f((HNN(A))zx) = f((HNN(A))y), niin (HNN(A))z = (HNN(A))y, ja

kuvaus f on siten injektiivinen. Liséksi f on surjektiivinen, koska mielivaltai-
nen konjugaattiluokka u='Au on sivuluokan (H N N(A))u kuva. Niin ollen
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kuvaus f on bijektio, ja siten joukon S alkioiden méidrd on sama kuin kon-
jugaattiluokkien K (A) méérd. Lauseen nojalla indeksi [H : H N N(A)]
jakaa kertaluvun |H|.

O

Lause 7.23. Olkoon U ryhmdn G Sylowin p-ryhmd. Jos alkiolla x € G on
kertalukuna luvun p potenssi ja x=*Ux = U, niin tilloin x € U.

Todistus. [4], s.309. Koska Lauseen nojalla U on ryhmén N (U) normaali
aliryhmi, niin tekijairyhmi N(U)/U on médritelty. Oletuksen x'Uz = U
nojalla z € N(U). Koska |z| on jokin luvun p potenssi p', ja Lemman [4.2§
nojalla

(Uz) = Uz = Ue,

ja Lauseen nojalla seuraa, ettid |r| = p' on jaollinen kertaluvulla |Ux|.
Niin ollen ryhmén N(U)/U sivuluokalla Uz on kertalukuna luvun p potenssi
p™. Nyt Uz virittdd ryhmén N(U)/U syklisen aliryhmén K, jonka kertaluku
on luvun p potenssi p*. Lauseen nojalla K = H/U, missd H on ryhmén
G aliryhma, joka sisdltdd ryhmén U. Koska ryhmien U ja K kertaluvut ovat
luvun p potensseja, ja |H| = |U||K| (Lause [4.31), niin ryhmén H kertaluvun
téytyy olla jokin luvun p potenssi p". Mutta U C H, ja |U| on Sylowin p-
ryhmén médritelmén nojalla suurin luvun p potenssi, joka jakaa ryhmén G
kertaluvun. Néin ollen U = H, ja siten K = H/U = U/U, joten alkion Uz
taytyy olla Ue. Téaten yhtasuuruudesta Ux = Ue seuraa, ettd x € U.

]

Lause 7.24 (Sylowin toinen lause). Jos P ja K ovat ryhmdin G Sylowin
p-ryhmid, niin tdlloin on olemassa x € G siten, etti P = 2 'Kx.

Todistus. 4], s.309. Koska K on Sylowin p-ryhmé, niin ryhmaélld K on ker-
talukuna p", kun |G| = p"m ja p f m. Olkoot K = Kj, K, ..., K, erilliset
ryhmén K konjugaatit ryhmésséd G. Lauseen nojalla t = [G : N(K)].
Nyt

pm = |G| = IN(K)|[G : N(K)] = [N(K)],

jolloin p t ¢, silld p" | |[N(K)|, koska K on normalisoijan N(K) aliryhma.
Koska konjugointi on transitiivinen, niin jokainen konjugaatti K; on jon-
kin konjugaatin K; konjugaatti. Konjugaatin K; muodostama ekvivalenssi-
luokka P-konjugoinnin suhteen sisdltdd vain konjugaatteja K;. Néin ollen
kaikkien K konjugaattien joukko S = {Ki, Ks,..., K;} on P-konjugoinnin
muodostamien erillisten ekvivalenssiluokkien yhdiste. Aliryhmien mééra jo-
kaisessa ekvivalenssiluokassa on jokin luvun p potenssi, silla Lauseen [7.22]
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nojalla aliryhmien méaaré, jotka ovat P-konjugaatteja konjugaatin K; kanssa
on [P : PN N(K;)]. Edelleen Lauseen nojalla [P : PN N(K;)| jakaa
luvun |P| = p™. Néin ollen ¢ = p™ + --- + p", jossa jokainen p™ on jo-
kin joukon S erillisen ekvivalenssiluokan alkioiden ma#rd. Koska p 1 ¢, niin
ainakin yksi toteuttaa ehdon p" = p° = 1. Niin ollen jokin K; on itsensi
ekvivalenssiluokka, eli 27! K;z = K; jokaiselle z € P. Lauseesta seuraa,
ettd x € K; jokaiselle x siten, ettd P C K;. Koska P ja K; ovat molemmat
Sylowin p-ryhmié, niin niilld on sama kertaluku, ja siten P = K.

OJ

Seuraus 7.25. Olkoon G ryhmd ja K Sylowin p-ryhmd jollekin alkuluvulle
p. Tdlloin K on ryhmdin G normaali aliryhmd, jos ja vain jos se on ainoa
Sylowin p-ryhmd ryhmdssd G.

Todistus. [4], s.300. Oletetaan, ettd K on ainoa Sylowin p-ryhmé. Lemman
nojalla 7' Kz on Sylowin p-ryhmé kaikilla € G. Koska K on ainoa
Sylowin p-ryhmaé, niin valttiméittd 2 'Kz = K kaikilla 2 € G. Niin ollen
Lemman nojalla K on normaali aliryhma.

Oletetaan kddnteisesti, ettd K on normaali aliryhmé ja olkoon P mika tahan-
sa Sylowin p-ryhmaé. Nyt Sylowin toisen lauseen nojalla on olemassa x € G si-
ten, etti P = v~ 'Kx. Koska K on normaali aliryhmé, niin P = 27 'Kz = K
Lemman nojalla. Néin ollen K on ainoa Sylowin p-ryhmé. O

Lause 7.26 (Sylowin kolmas lause). Ryhman G Sylowin p-ryhmien mdadra
jakaa ryhmdn G kertaluvun ja on muotoa 1 + pk jollekin posititviselle koko-
naisluvulle k.

Todistus. [4], s.310. Olkoon joukko S = {Kj,...,K;} ryhmén G kaikkien
Sylowin p-ryhmien joukko. Sylowin toisen lauseen todistus osoittaa, ettéd
t =[G : N(K;)], ja ettd t | |G]. Olkoon P jokin joukon S alkioista K.
Nyt ainoa P-konjugaatti ryhmén P kanssa on ryhmé P itse. Sylowin toisen
lauseen todistus osoittaa, ettd ainoa yhden aliryhmén sisiltavi ekvivalenssi-
luokka on se luokka, joka sisdltdd ryhmén P. Sylowin toisen lauseen todistus
osoittaa myos, ettd joukko S on erillisten ekvivalenssiluokkien yhdiste. Edel-
leen ndhd&an, ettd aliryhmien méara jokaisessa ekvivalenssiluokassa on jokin
luvun p potenssi. Ryhméa P sisdltyy vain yhteen niistd ekvivalessiluokista,
joten kaikissa muissa ekvivalenssiluokissa aliryhmié on jokin luvun p posi-
tiivinen potenssi. Nain ollen Sylowin p-ryhmien miard ¢ voidaan kirjoittaa
summana t = 1 + kp jollekin k € Z.

O
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Esimerkki 7.27. Olkoon G ryhmi ja |G| = 20 = 22 - 5. Tillsin jokaisella
Sylowin 5-ryhmaélld on kertaluku 5, ja ndiden ryhmien méird jakaa ryhméan
G kertaluvun, sekd on muotoa 1 + bk, k € Z. Luku 20 on jaollinen luvuilla
1,2,4,5,10 ja 20. Luvut 1,6,11,16 ja 21 ovat muotoa 1 + 5k. Koska luku 1
on ainoa, joka esiintyy molemmissa listoissa, niin ryhméllda G on 1 Sylowin
5-ryhmai, ja Seurauksen nojalla se on normaali aliryhmaé.

Esimerkki 7.28. Olkoon G ryhmi ja |G| = 80 = 2* - 5. Tillsin jokaisella
Sylowin 5-ryhmalld on kertalukuna 5 ja ndiden ryhmien méaira jakaa luvun
|G| sekd on muotoa 1+ 5k. Luku 80 on jaollinen luvuilla 1,2,4,5,8,16,20,40 ja
80. Luvut 1,6,11,16,...,81 ovat muotoa 1+ 5k. Nyt vain luvut 1 ja 16 esiin-
tyvat molemmissa listoissa, joten ryhméllda G on joko yksi Sylowin 5-ryhmé
tai 16 sellaista. Jos Sylowin 5-ryhmié on yksi kappale, niin se on Seurauksen
nojalla normaali aliryhmé. Jos Sylowin 5-ryhmié on 16 kappaletta, niin
Lemman seurauksena jokaisessa 5-ryhmaissd on neljd neutraalialkiosta
poikkeavaa alkiota, joiden kertaluku on 5. Lemman nojalla 5-ryhmien
leikkaus on (e). Nyt ryhméssé G on 16-4 = 64 alkiota, joiden kertaluku on 5.
Jokaisella Sylowin 2-ryhmaéllad on kertalukuna 16. Jokaisen Sylowin 2-ryhmén
alkion taytyy jakaa luku 16, ja siten ne eiviat voi kuulua aiemmin esitetty-
jen 64 alkion joukkoon. Niin ollen ryhméidn G ei mahdu kuin yksi Sylowin
2-ryhmaé, joka on ryhmén G normaali aliryvhméa Seurauksen nojalla.

8 Ryhmien luokittelu

Téasséd luvussa esitellidin ne lauseet, joita tarvitaan luokittelussa isomorfian
mukaisesti . Jokaisen lauseen todistamisen jdlkeen lausetta sovelletaan alle
16 alkoisten ryhmien luokittelussa. Téssd luvussa kiytetdan merkintdd G,
ryhmasté, jonka kertaluku on n.

Lause 8.1. Olkoon p alkuluku. Jokainen ryhmd, jonka kertaluku on p, on
syklinen ja isomorfinen ryhmdn 7, kanssa.

Todistus. [4], s.242. Olkoon ryhmén G kertaluku alkuluku p, ja a € G, a # e.
Syklinen aliryhmé (a) on ryhmé jonka kertaluku on suurempi kuin 1. Koska
Lauseen nojalla ryhmén (a) kertaluku jakaa luvun p ja p on alkuluku,
niin aliryhmén (a) kertaluvun téytyy olla p. Niin ollen (a) = G, eli G on
syklinen ryhmé, jonka kertaluku on p. Niin ollen Lauseen nojalla G =
Z,. O

N&in saamme luokiteltua isomorfian mukaisesti kaikki ne ryhmét, joiden ker-
taluku on jokin alkuluku. Néin ollen alle 16 alkioisille ryhmille on voimassa
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seuraavat isomorfiat Gy = 7y, Gy = 7o, G3 = 73, G5 = 15, G7 = 27, G171 =
71y ja Gig = Zas.

Lause 8.2. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 2p, missi p on pariton
alkuluku. Tdlloin G on isomorfinen syklisen ryhmdn Zs, tai diedriryhmdn
D, kanssa.

Todistus. [4], s.316. Seurauksen nojalla ryhmaéssd G on alkio a, jonka
kertaluku on p, ja alkio b, jonka kertaluku on 2 (b* = e). Olkoon H alkion a
virittdmé syklinen ryhmé (H = (a)). Koska |G| = 2p, niin ryhmén H indeksi
on 2 ja siten se on ryhmin G normaali aliryvhmi. Nyt bab = bab™! € H.
Koska H = (a), niin bab = a' jollekin ¢. Nyt saadaan

a’ = (a)! = (bab)' = (bab)(bab) . .. (bab) = ba'b = b(bab)b = a.

7/

t kpl

Naiin ollen Lauseen (2) nojalla t? = 1(mod p). Tisté seuraa, etti p jakaa
tulon $>—1 = (t—1)(t+1), joten Lemman [3.4nojallap | (t—1) taip | (t+1).
Néin ollen ¢t = 1(mod p) tai t = —1(mod p).
Olkoon t = 1(mod p). Nyt Lauseen nojalla bab = a' = a. Operoimalla
edellistd yhtalod puolittain alkiolla b saadaan ab = ba. Nyt |ab| = 2p = |G,
silla

(ab)® = (abab)? = (a®b*)? = (a’e)’ = a* = (a?)* = e* = e.

Né&in ollen G on syklinen ja siten Lauseen nojalla isomorfinen ryhmén
2, kanssa.

Olkoon t = —1(mod p). Nyt Lauseen [4.9 nojalla bab = a™*, ja koska bv*> = e,
niin myds bab~' = a~! kaikilla a € G. Néin ollen myés ba'b~! = a~*. Nyt
koska b? = e, niin ¥a’b™7 = a("V’" ja edelleen ba' = o~V . Midritellisin
kuvaus f : D, — G asettamalla

fr'd’) = a't’.

Nyt kuvaus f on homomorfismi, silld (muistetaan Lauseesta etta |r| =
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n,|d) = 2,drd™" = ! ja edeltiviin paattelyketjun nojalla dir’ = r(-1iqJ)

P ) d)) = f(ria'ntd)
(rirCD kgl
(Tz‘—l—(—l)jkdj—i-l)
z'+(—1)ikbj+l

= a'aV
= a'Va"b = (a'V)(a"V)
= f(r'd) f(r*d).

Valitaan K = (b). Lemman nojalla H N K = (e), koska |H| = p ja
|K| = 2. Nyt G voidaan esittdd muodossa (Lemma [4.36)

G=HK={abeG|ac Hbe K}.
Nyt jos ab = ayby, niin saadaan a;'a = b;b~'. Mutta H N K = (e}, joten
a;la=bb"! =e,

mistd seuraa, ettd a = a; ja b = by. Siten kaikki ryhmin G alkiot voidaan
kirjoittaa yksikisitteisesti muodossa a’t’/, kun i € {0,1,...,n — 1} ja j €
{0,1}. Koska |D,| = |G| = 2p, sekid molempien alkiot voidaan kirjoittaa
yksikiisitteisesti muodossa z'y’, kun i € {0,1,...,n—1} ja j € {0,1}, niin f
on sekid surjektio ja injektio, ja siten bijektio. Koska f on homomorfismi ja
bijektio, niin f on isomorfismi, joten G = D,,. OJ

Nyt voimme luokitella isomorfian mukaisesti kaikki ne ryhmét, joiden kerta-
luku on 2p. Alle 16 alkioisissa ryhmissa téllaisia ovat Gg = Zis.3 tai Gg = Dy,
GIO = Z2.5 tail Glg = D10 ja G14 = Z2.7 tai G14 = D14.

Lause 8.3. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on pq, missi p ja q ovat pa-
rittomia alkulukuja, ja p > q. Jos g1 (p — 1), niin tilloin G = Z,,.

Todistus. [4], s.302. Sylowin kolmannen lauseen nojalla ryhmén G Sylowin
p-ryhmien méirin tiytyy jakaa ryhmén G kertaluvun. Sylowin p-ryhmié on
talléin 1, p, g tai pq kappaletta. Toisaalta p-ryhmien méaran taytyy kuitenkin
olla muotoa 1+ pk jollekin k € Z, . Koska p > ¢, niin valttamatta ¢ # 1+ pk.
Molemmista tilanteista p = 1 + pk ja pq = 1 + pk seuraisi, ettd p | 1, mika
on mahdotonta. Ryhmillda G' on siten vain yksi kappale Sylowin p-ryhmié
H, joka on Seurauksen nojalla normaali aliryhméa. Vastaavasti voidaan
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todeta, ettd ryhmilld G on ainoastaan yksi Sylowin ¢-ryhma K, ja sekin
on normaali aliryhmd. Ryhmad H N K on sekd ryhmin H ettd ryhméin K
aliryhma, joten Lauseen nojalla sen kertaluvun tiytyy jakaa molempien
ryhmien H ja K kertaluvut |H| = p ja |K| = ¢. Néin ollen ainoa vaihtoehto
on HN K = (e). Nyt Lemma osoittaa, ettd G = HK ja Lauseen
nojalla G = H x K. Kuitenkin Lauseen [8.1|nojalla H = Z,, ja K = Z,, joten
Lauseen nojalla G = H X K =7, X Ly = Zypq. O

Nyt voimme luokitella kaikki ryhmét, joiden kertaluvut on muotoa pq,q 1
(p — 1). Alle 16 alkioisissa ryhmissi téllaisia on vai yksi G5 = Zs.3.

Seuraavaksi esittelemme aputuloksen, jonka avulla voimme muodostaa lisia
luokittelulauseita.

Lause 8.4. Jos ryhmdin G kertaluku on p", missi p on alkuluku ja n > 1,
niin tilloin keskuksen Z(G) kertaluku on |Z(G)| = pk, missi 1 < k < n.

Todistus. [4], s.312. Lauseen nojalla |Z(G)| = p*, missi 0 < k < n.
Osoitetaan, ettd k > 1, eli |Z(G)| > p. Luokkayhtélon (7)) nojalla

1Z(G)| = |G| = |Ch] = |Caf —--- =Gy,

missd jokainen |C;| > 1 ja |C;| jakaa kertaluvun |G| kaikilla ¢ = 1,...,7r.
Koska |G| = p™, niin sen lukua 1 suurempien jakajien téytyy olla luvun p
potensseja. Niin ollen jokainen |C;| on jaollinen luvulla p. Koska myos |G|
on jaollinen luvulla p, niin seuraa, ettd myos |Z(G)| on jaollinen luvulla p.
Niin ollen |Z(G)| > p. O

Lause 8.5. Jos G on ryhmd, jonka kertaluku on p*, kun p on alkuluku, niin
G on Abelin ryhmda. Tdalloin G on isomorfinen joko ryhmdn Z,» tai ryhmdn
2y X 1oy kanssa.

Todistus. [4], s.312. Lauseiden ja [8.4 nojalla keskuksella Z(G) on ker-
talukuna joko p tai p. Jos kertaluku on p?, niin télloin Z(G) = G, ja G on
Abelin ryhmi. Jos |Z(G)| = p, niin tekijiryhmilli G/Z(G) on Lauseen [1.27]
nojalla kertalukuna |G|/|Z(G)| = p?/p = p. Néin ollen Lauseen nojal-
la G/Z(G) on syklinen. Edelleen Lauseen nojalla G on Abelin ryhmé.
Lauseen nojalla G' on isomorfinen joko ryhmén 7, tai ryhmén 7, x Z,
kanssa. UJ

Nyt saamme luokiteltua kaikki ryhmét, joiden kertaluku on jonkin alkuluvun
p nelié. Alle 16 alkioisissa ryhmissé téllaisia ovat Gy = Zy tai G4 = Ziy X Ziy
ja Gg = Zg tai Gg = Zd X Z3
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Nyt olemme saaneet luokiteltua kaikki muut alle 16 kertalukua olevat ryh-
mét paitsi ryhméit joiden kertaluku on Gg ja Gio. Néiden kertalukujen luo-
kittelussa kiytetddn luvussa 6 esiintyvid apuryhmié. Aloitetaan kertalukua
8 olevista ryhmista.

Huomautus 8.6. Luvussa 6 esitetyt ryhmit @) ja D, eivit ole isomorfisia
keskenddn Lemman nojalla, silla ryhméssa @) on kuusi alkiota 2, —1, J,
—7, k, —k, joiden kertaluku on 4 ja ryhmaéssa D, kertaluvun 4 alkioita on vain

kaksi r, 3.

Lause 8.7. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 8. Tdlloin G on isomorfi-
nen, jonkin ryhmistd Zig, Zio X Zio X Zig, liy X Zia, Dy tai QQ kanssa.

Todistus. [4], s.317. Olkoon G ryhm4, jonka kertaluku on 8. Jos G on Abelin
ryhmé, niin Lauseen nojalla G' on isomorfinen, jonkin ryhmén Zsg, Zs X
Zis X 2o tail Zy X 7o kanssa.

Oletetaan, ettd G ei ole Abelin ryhmi. Lauseen nojalla ryhmailld on
vahintdan yksi aliryhmé kertalukuja 2,4 ja 8. Jos ryhmaélla G on kertaluvun
8 aliryhmaé, niin G olisi syklinen ryhma ja siten Abelin ryhmé, joka on vastoin
oletusta. Jos kaikkien ryhmén G alkioiden a # e kertaluku on 2, niin G on
Abelin ryhmé Lemman nojalla.

Nain ollen ryhméssé G on alkio a, jonka kertaluku on 4. Olkoon b € G siten,
ettd b & (a). Nyt jokainen ryhmin G alkio voidaan kirjoittaa muodossa a't’/
(i =0,1,2,3,5 = 0,1), silld yhtilostd a' = a’b seuraa b = a*7 € (a), joka
on ristiriita. Koska |G : (a)] = 2, niin (a) on Lauseen nojalla normaali
aliryhmé, ja siten Lemman nojalla bab™' € (a). Nyt |bab™t| = 4, silli

(bab™")* = bab 'bab tbab 'bab™! = ba*b! =bb !t = e

ja oletukset (bab™!)? = e ja bab~! = e johtavat yhtildihin a® = e ja a = e,
jotka eiviit ole mahdollisia. Niin ollen bab™! on joko a tai a3, silli |e| =1 ja
la?| = 2. Jos bab™! = a, niin ba = ab, jolloin G olisi Abelin ryhméi, miki on
vastoin oletusta. Siten bab~! = a? ja tutkitaan seuraavaksi, mitd alkio b? on.
Jos b* = a'b, niin b = a' € (a), miki on ristiriita. Niin ollen b* € (a). Jos
b? = a, niin b*b = ab ja bb?> = ab. Siten ba = ab ja G olisi Abelin ryhmi,
miki on vastoin oletusta. Vastaavasti b®> # a®. Nyt jos b*> = e, niin ryhmiille
G alkioille on voimassa

la| = 4, |b] = 2,ba = a™'b,

joten ryhmé G on Lauseen mukainen ryhmé, kun n = 4, jasiten G = D,.
Jos taas b? = a2, niin ryhmén G alkioille on voimassa

la| = 4,0 = a®,ba = a™'b,
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joten ryhmé G on Lauseen mukainen ryhmé, jolle n = 2. Néin ollen
G =Q. OJ

Ennen kertalukua 12 olevien ryhmien luokittelua esitetdéin kaksi aputulosta.

Lemma 8.8. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 12. Olkoon H ryhmdn G
Sylowin 2-ryhmd ja K Sylowin 3-ryhmd. Tdlloin ainakin toinen ryhmistd H
tai K on normaali aliryhmd.

Todistus. |1, .209. Lauseen nojalla Sylowin 3-ryhmid on joko 1 tai 4
kappaletta. Jos niitd on 1, niin tdlldin Seurauksen [7.25|nojalla K on normaali
aliryhmé. Oletetaan, ettd Sylowin 3-ryhmid on 4 kappaletta K, Ko, K3 ja
K,. Jokaisen Sylowin 3-ryhmén kertaluku on 3. Jos K; # Kj, niin leikkaus
K; N K; koostuu vain neutraalialkiosta e Lauseen nojalla. Néin ollen
joukoissa K1, K5, K3 ja K4 on yhteensé 9 alkiota. Toisaalta Sylowin 2-ryhmén
H kertaluku on 4. Jélleen Lauseen nojalla H N K; = (e) kaikilla i =
1,2,3,4, joten H on joukko

Nain ollen ryhmalld G on vain yksi Sylowin 2-ryhmé, joten H on Seurauksen
nojalla normaali aliryhma. O

Huomautus 8.9. Luvussa 6 esitetyt 12-alkioiset ryhmét Ay, Dg ja T3 eivit
ole isomorfisia keskenéén Lemman nojalla. Ryhmissd Dg ja T3 on alkio,
jonka kertaluku on 6 (r ja a), kun taas ryhméssia Ay sellaista ei ole. Ryhméa
Dy ei sisédlld kertaluvun 4 alkiota, kun taas ryhméssi T3 on alkio b, jonka
kertaluku on 4.

Lause 8.10. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 12. Tdlloin ryhmd G on
isomorfinen, jonkin ryhmdan Zig, Zo X Zio X Zis, Ay, Dg tai T3 kanssa.

Todistus. [1], 5.209, [5], s.98. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 12. Jos G
on Abelin ryhmé, niin Lauseen nojalla G on isomorfinen joko ryhmén
Lo, 2y X 13, Ly X Zig tai ryhméan Zy X Ziy X Zi3 kanssa. Lauseen nojalla
kuitenkin Zio = Ziy X Zig ja Zig X Ziy X Zi3 = iy X Zig. Oletetaan seuraavaksi,
ettd G ei ole Abelin ryhma.

Olkoon H ryhmin G Sylowin 2-ryhmi ja K Sylowin 3-ryhmé. Nyt Lem-
man nojalla joko H tai K on normaali aliryhmi. Olkoon H normaali
aliryhmé. Lemman todistuksen nojalla voidaan olettaa, ettd ryhmélla G
on 4 Sylowin 3-ryhméad. Olkoon S = {Ki, Ky, K3, K4} Sylowin 3-ryhmien
muodostama joukko. Nyt |K;| = 3 ja [G : K;] = 4 kaikilla i € 1,2,3,4.
Lauseen nojalla on olemassa homomorfismi f : G — Sy (A(S) = Sy),
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jonka ydin Ker f kuuluu ryhméan K;. Koska Lauseen nojalla ryhmén
ytimen kertaluku jakaa ryhmén K; kertaluvun, ja |K;| = 3, niin Ker f = (e)
tai Ker f = K. Jos Ker f = K;, niin K; on normaali aliryvhmd Lemman
nojalla ja siten Seurauksen nojalla K; on ainoa Sylowin 3-ryhma,
mikd on vastoin oletusta. Néin ollen Ker f = (e) ja Lemman nojalla
f on injektio, ja siten Lemman nojalla G' on isomorfinen ryhmén S, 12
alkioisen aliryhmén kanssa. Niin ollen Huomautuksen nojalla G = A,.
Oletetaan seuraavaksi, ettd K on normaali aliryhmé. Seurauksen no-
jalla Sylowin 3-ryhmié on vain yksi. Ndin ollen ryhmé G sisdltad vain kaksi
alkiota, joiden kertaluku on 3. Olkoon ¢ toinen néistéd alkioista. Nyt alkion
¢ keskittdjan Cg(c) indeksi [G : Cg(c)] = 1 tai 2, silld Lauseen nojalla
[G : Cg(c)] alkion ¢ konjugaattien madré, ja alkion ¢ jokaisen konjugaatin
kertaluku on 3. Néin ollen |Cg(c)| = 12 tai 6. Molemmissa tapauksissa Seu-
rauksen nojalla on olemassa alkio d € Cg(c), siten ettd |d| = 2. Nyt
keskittdjin Cg(c) méidritelmén nojalla cd = dc joten alkion cd kertaluku
led| = 6, silli (cd)® = 8db = (¢?)3(d?)? = e3e? = e.

Olkoon a = ed, jolloin siis |a| = 6. Nyt alkio a virittda syklisen ryhmén (a),
jonka kertaluku on 6 ja siten [G : (a)] = 2. Néin ollen (a) on normaali aliryh-
mé Lauseen [£.24]nojalla. Olkoon b € G siten ettd b € (a). Niin ollen ryhmé G
voidaan kirjoittaa muodossa G = {e,a,a? a*, a*, a® b, ab, a®b, a’b, a*b, a®b},
missi alkiot ovat pareittain erilliset, silli |a| = 6 ja a' = a’b johtaa tilan-
teeseen b = a7 € (a), mikd on vastoin oletusta. Koska (a) on normaali
aliryhma, niin Lemman nojalla bab™! € (a), ja vastaavasti kuin Lauseen
todistuksessa nahdddn, ettd [bab™!| = 6. Nyt bab™' = a tai @, sil-
14 |a? = 3, |a®| = 2 ja |a*| = 3. Vaihtoehdosta bab™' = a seuraa, etti
ba = ab, jolloin G olisi Abelin ryhmé, miké on vastoin oletusta. N&in ollen on
bab™' = a® = a~ !, mistd seuraa ba = a~'b. Nyt vastaavasti kuin Lauseen
todistuksessa saadaan b € (a). Jos b* = a?, niin yhtéldstd ba = a~'b seuraa

a®=b"=ba'b=a’

4 niin yhtildisti ba = a~'b seuraa

miki on ristiriita. Vastaavasti jos b? = a
at=b =ba"'b=a’

joka on myds ristiriita. Vaihtoehdoista b*> = a ja b*> = a® seuraa, etti [b] = 12,
ja G olisi Abelin ryhmé, miké on ristiriita. Nyt joko b* = e tai b? = a®.
Olkoon b? = e. Télléin ryhmén G alkioille a ja b on voimassa

la| = 6,b% = e,ba = a™"'b.
Nyt G on Lauseen mukainen ryhmé kun n = 6, ja siten G = Dg.
Olkoon nyt b* = a®. Tilloin ryhmin G alkioille a ja b on voimassa

la| = 6,b* = a®, ba = a™'b.
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Talloin G on Lauseen mukainen ryhmé, kun n = 3, ja siten G = T5. [J

Olemme saaneet luokiteltua isomorfian mukaisesti kaikki ne ryhmét, joiden
kertaluku on alle 16. Kertalukua 16 olevia Abelin ryhmié on viisi Zig, Zsg X
Lig, Ziy X Ly, iy X Ziy X Ly ja Zio X Ziy X Lig X Zis. Ei Abelisia kertaluvun
16 ryhmié on yhdeksén kappaletta SDg, Zsg X Zs, Dg, Ty, Dg X Zo, (Ziy X
Zo) XLy, QX 7, Q X7y jaZyx7Zy. Lisdd kertalukua 16 olevista ryhmista
voi lukea 1&hteestd [14].

Esittelemme vield yhden luokittelulauseen, joka on todistettavissa saamillam-
me tuloksilla. Talld ei kuitenkaan ole sovellusta alle 16 alkioisissa ryhmissa.

Lause 8.11. Olkoon p ja q alkulukuja, siten etti ¢ % 1(mod p) ja p* #
1(mod q). Jos G on ryhmd, jonka kertaluku on p*q, niin tilliin G on iso-
morfinen joko ryhmdn Z,z, tai ryhmdin 7, X 2, X Zq kanssa.

Todistus. [4], s.313. Sylowin kolmannen lauseen nojalla ryhmén G Sylowin p-
ryhmien méaéra on kongruentti 1 modulo p, ja se jakaa ryhmén G kertaluvun.
Koska ryhmin G kertaluvun jakajat ovat 1, p, p?, q, pq ja p*q, niin Sylowin p-
ryhmien méaédrd on joko 1 tai ¢. Kuitenkin Sylowin p-ryhmia ei voi olla ¢
kappaletta, silld oletuksen nojalla ¢ Z 1(mod p). Siten on olemassa vain
1 Sylowin p-ryhméa H, joka on Seurauksen nojalla normaali aliryhma.
Vastaavasti voidaan oletuksen p* #Z 1(mod ¢) nojalla todeta, ettd ryhmélld
G ei ole kuin 1 normaali aliryhmé Sylowin ¢-ryhmé K. Lauseen nojalla
aliryhman H N K kertaluvun tiytyy jakaa sekii ryhmén H kertaluvun p? ettd
ryhmén K kertaluvun ¢. Néin ollen H N K = (e). Edelleen Lemman [4.36]
nojalla G = HK. Néin ollen Lauseen nojalla G = H x K. Lauseen
nojalla H on isomorfinen joko ryhmén 7, tai ryhméan Z, x Z, kanssa, ja
Lauseen nojalla K on isomorfinen ryhmén Z, kanssa. Nyt Lauseen [5.12]
nojalla G = H x K 272 x iy = Loy tai G = H x K =2 7, X 7y X Zgq. I

Niin saamme esimerkiksi ryhmiélle Gy (45 = 3% - 5) seuraavat isomorfiat,
G45 = Z32.5 tai G45 = Zg X Zg X Z5.
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